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Прысвячаецца памяціўсіх тых ма-
тэматыкаў-педагогаў, хто стаяў на па-
чатку беларусізацыі вышэйшай матэ-
матычнай адукацыі ў 20--80-х гадах
нашага стагоддзя

ПРАДМОВА

Шаноўнае спадарства! Прапанаваны Вам падруч-
нік-- гэта сістэматычны курс вышэйшай матэматыкі,
упершыню напісаны на беларускай мове. Ён будзе скла-
дацца з трох частак і сваім зместам ахопіць усю прагра-
му курса вышэйшай матэматыкі як для тэхнічных, так
і для прыродазнаўчых спецыяльнасцяў вышэйшыхнаву-
чальных устаноў.

«Курс вышэйшай матэматыкі» напісанына падставе
лекцый, чытаных аўтарамі на фізічным факультэце Бела-
рускага дзяржаўнага універсітэта, у Беларускім дзяр-
жаўным універсітэце інфарматыкі і радыёэлектронікі
і Мінскім радыётэхнічным Каледжы.

Першая частка падручніка складаецца з дзевяці
раздзелаў. У першыраздзел вылучаныэлементытэорыі
мностваў, выказванняў, камбінаторыкі; рэчаісныяікам-
плексныя лікі, мнагасклады. Наступныя чатырыраздзе-
лы. абымаюць матрыцы, вызначнікі, сістэмы лінейных
раўнанняў; вектарную алгебру; аналітычную геаметрыю
на плоскасці і ў прасторы; лінейныя, эўклідавыі афінныя
прасторы, а таксама лінейныя аператары і квадратыч-
ныя формы. Тэорыя лімітаў паслядоўнасцяў і функцый
складае змест шостага раздзела. Два наступныя прысве-
чаны вытворным і дыферэнцыялам як першага, так
і вышэйшых парадкаў функцыі адной зменнай і іх
дастасаванню да выяўлення ўласцівасцяў функцыі.
У раздзеле 9 разглядаецца нявызначаныінтэграл і мета-
ды інтэгравання. Паняцці азначаюцца і адпаведныя
тэарэмы даказваюцца. Тэарэтычны матэрыял ілюструец-
ца рысункаміі прыкладамі. Колькасць прыкладаў абме-
жаваная з прычынытаго, што яны падаюцца ў зборніку
задач да гэтага курса. (Вучэбны дапаможнік «Вышэйшая
матэматыка ў прыкладах і задачах» аўтараў В. Ахра-
менкі, С. Бяляўскага, Л. Бярозкінай і інш. пад агульнай
рэдакцыяй прафесара В. Русака плануецца да выдання

ў выдавецтве «Вышэйшая школа»ў 1995 г.) Разам гэтыя.
два выданні забяспечаць вывучэнне ўсяго курса вышэй-
шай матэматыкі на беларускай мове.



Матэрыял кожнага раздзела падзелены на парагра-

фы. Параграфы(а таксама азначэнні, тэарэмы, форму-

лы, рысункі) пазначаныдвума лікамі (напрыклад, 3.14);

першыз іх паказвае нумар раздзела, а другі -- парадка-

вы нумар параграфа" (азначэння, тэарэмы, формулы,

рысунка), які адпавядае іх чаргаванню ў дадзеным

раздзеле.
У дачыненні да аўтарства зазначым, што матэрыял

падручніка быў распрацаваны наступным чынам: В. Ру-

сак -- ў 1.9, раздзел 6; Л. Шлома- ў І.І, раздзелы2 і 3;

В. Ахраменка -- ўб 1.3--1.5, раздзелы 7--9; А. Крач-

коўскі -- раздзелы 4 і 5. Агульнае кіраўніцтва ўсёй

працай ажыццяўляў прафесар В. Русак.

Паколькі напісанне курса вышэйшай матэматыкі на

беларускай мове ажыццяўлялася ўпершыню, перад аўта-

рамі паўстала надзвычай цяжкая праблема, развязаць

якую можна было толькі пры шчырай і зацікаўленай

дапамозе з боку вялікай супольнасці спецыялістаў. Лі-

чым прыемным абавязкам засведчыць сваю ўдзячнасць

рэцэнзентам падручніка -- члену-карэспандэнту АН Бе-

ларусі Л. Яновічу і выкладчыкам кафедры вышэйшай

матэматыкі Беларускага педагагічнага універсітэта (за-

гадчык кафедры -- У. Шылінец), якія ўважліва прачыта-

лі рукапіс і зрабілі карысныязаўвагі. Скасаванне адзна-
чаных імі недахопаў садзейнічала паляпшэнню якасці

зместу кнігі. Слушныя прапановы па асобных раздзелах
рукапісу былі выказаны прафесарамі Р. Тышкевіч,

В. Бернікам і Л. Чэркасам. Наконт мовы падручніка
каштоўныя парады зроблены Л. Духвалавым, З. Санько,

Т. Сухой.
Па ініцыятыве Таварыства беларускай мовы імя

Ф. Скарыныў 1992 г. дзейнічаў семінар па распрацоўцы

беларускай матэматычнай тэрміналогіі. У яго працы
бралі ўдзел аўтары тэрміналагічных слоўнікаў, аўтары
гэтага падручніка, супрацоўнікі выдавецтваў «Вышэй-
шая школа», «Навука і тэхніка», спецыялісты-філолагі.
Аўтары «Курса вышэйшай матэматыкі» кіраваліся на-
працоўкамі семінара, якія зрабілі істотны ўплыў на
тэрміналогію падручніка, а таксама слоўнікамі.

Спадзяемся; што прапанаванае выданне будзе спры-
яць Беларускаму Адраджэнню.

Усе заўвагі і прапановы просім дасылаць на адрас:
220048, Мінск, праспект Машэрава,11, выдавецтва «Вы-
шэйшая школа».

Аўтары



АСНОЎНЫЯ АБАЗНАЧЭННІ

М -- мноства натуральных лікаў
2, -- мноства цэлых лікаў
В.-- мноства рэчаісных лікаў

В. -- мноства дадатных рэчаісных лікаў
ё -.- мноства камплексных лікаў :

хеХ- х ёсць элемент мноства Х
хвХ -- элемент х не належыць мноству Х

ХсУ--мноства Х ёсць падмноства мноства У
б -- пустое мноства

іх, Х» ..., хаў -- мноства, якое складаецца з элементаў хі, Х»..., Хх,
(іа?) -- мноства элементаў х, якія адпавядаюць умове А(х)
АВ аб'яднанне мностваў А і В

АПВ -- перасячэнне мностваў А і В
АХВ - розніца мностваў АіВ
шш -- знак тоеснай роўнасці

«еі

ты -- роўна паводле азначэння
А З. знак набліжанайроўнасці

А-В--з А вынікае В
А.» В.А, калі і толькі калі В

Зх-- існуе х
Мх- для кожнага х

Ё-б.

п

- Ё набывае цэлыя значэнні ад О да п

(х.)-- лікавая паслядоўнасць з агульным элементам х,

Іх] -- модуль ліку Хх
[х]-- цэлая частка ліку х

зірп х--знак Хх :

зцр Х -- дакладная верхняя мяжа мноства Х
іп Х -- дакладная ніжняя мяжа мноства Х
ДХ)- мноства значэнняў функцыі / на Х

[а, 6]- адрэзак
(а, б) -- інтэрвал
О. (а) -- 6-акруга пункта а, г. зн. (а-6, а4-6)

Й, (а) -- праколатая б-акруга пунктаа,г. зн. (а--6, а--б)Ча]

ІітДх) -- ліміт функцыі Дх), калі х імкнецца да а
к-а

а(х) г» В(х)-- с(х) і В(х) ёсць эквівалентныя функцыі

ехр(х) -- функцыя е” .
а, Ь, х,...,

АВ, сб -- вектары
(7) вугал паміж вектарамі а, Б

АЦ праекцыя вектара а на вось 1"

(0; і, ў, К
ці Охуг -- прамавугольная дэкартава сістэма каардынат у пра-

сторы
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Ох, Оу, О2 -- каардынатныя восі

хОу, уОг, хОг -- каардынатныя плоскасці

(а, Б) - скалярны здабытак вектараў а, Б

[а, Б] -- вектарны здабытак вектараў а, б

(а, Б, с) - змяшаны здабытак вектараў а, Ь, с

Ах” матрыца памераў тХп

, АТ. матрыца, транспанаваная да матрыцы А

[А], феі А -- вызначнік матрыцы А

М.) -- мінор элемента а;

Аў- алгебраічны дадатак элемента а;

АЗ! адваротная матрыца для А

Е -- адзінкавая матрыца

гА)- ранг матрыцы А

Фіп А -- памернасць прасторы А

Г” -- п-мерная лінейная прастора

БЕ" -. п-мерная эўклідава прастора

0" -- п-мерная унітарная прастора
А'-- п-мерная афінная прастора

Г] -- пачатак доказу сцверджання
д -- канец доказу сцверджання
І» -- пачатак развязання прыклада
« -- канец развязання прыклада



1. УВОДЗІНЫ Ў КУРС ВЫШЭЙШАЙ МАТЭМАТЫКІ

Вывучэнне курса вышэйшай матэматыкі пачнем з апі-
сання яе мовыі сімволікі, а таксама з разгляду базісных
паняццяў (мноства, рэчаісныя і камплексныялікі, мнага-
склад). Для больш дакладнага разумення структуры
тэарэм пададзім іх класіфікацыю і разгледзім найбольш
ужывальныя спосабы доказу.

14. МНОСТВЫІ ВЫКАЗВАННІ

і”. Паняцце мноства. Усе матэматычныя паняцці
падзяляюцца на неазначальныя, ці першасныя, і азна-
чальныя. .

Адно з асноўных паняццяў матэматыкі - паняцце
мноства. Яно з'яўляецца неазначальным. Тэрмін мност-
ва --- сінонім такіх слоў як «сукупнасць», «набор»і інш.
У якасці мноства мы будзем разумець сукупнасць нека-

торых аб'ектаў (канкрэтных ці абстрактных), якія аб'яд-
наныя пэўнай агульнай уласцівасцю. Мы можам казаць,

напрыклад, пра мноства студэнтаў у аўдыторыі, мноства
лічбаў дзесятковай сістэмылічэння, мноства літар бела-

рускага алфавіта і г. д. З гледзішча матэматыкі ціка-

васць уяўляюць аб'екты той прыроды, якія з'яўляюцца

прадметам матэматычных даследаванняў. У сувязі с гэ-
тым пры вывучэнні курса матэматыкі мы сустракаемся
з мноствамі лікаў (натуральных, цэлых, рацыянальных,
рэчаісных), мноствам многавугольнікаў, мноствам мнага-

граннікаў і г. д. "
Мноствы абазначаюць вялікімі літарамі лацінскага

алфавіта, напрыклад А, В, С, Х. За мноствам натураль-

ных лікаў замацаванае абазначэнне М; 2 -- мноства

цэлых; О -- мноства рацыянальных; В. -- мноства рэчаіс-
ных ці сапраўдныхлікаў. Элементы мностваў дамовімся

абазначаць малымі літарамі лацінскага алфавіта, на-

прыклада, Б, с, х.

Судачыненні мноства і яго элементаў апісваюцца

словамі «належыць»і «ёсць элемент». Напрыклад, «Трох-
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вугольнік належыць мноству многавугольнікаў», «7 ёсць

элемент мноства няцотных лікаў». Для абазначэння

дачыненняў «належыць» і «ёсць элемент» ужываюць

сімвал сг. У сувязі з гэтым матэматычнызапіс хеА

чытаюць «х ёсць элемент мноства А» ці «х належыць

мноству А». Запіс хе: А (ці хеА) будзем чытаць «х не

належыць мноству А» ці «х не з'яўляецца элементам

мноства А».
У тым разе, калі неабходна канкрэтызаваць, з якіх

элементаў складаецца мноства, ужываюць хвалістыя

дужкі. Пры гэтым скарыстоўваюць дзве формыабазна-

чэнняў.
Калі элементыХ), Х»,..., х, утвараюць мноства Х,то

гэта запісваюць наступным чынам:

Хх, Хь ..., ха.

Аналагічны запіс ужываюць і ў тым выпадку, калі

мноства элементаў бясконцае, напрыклад:

2-..., -9, -1,0, 1, 9,...; ВІ, З, 5, ...).

У тым разе, калі можна падаць уласцівасць Му(х),
якая характарызуе ўсе элементы мноства А (характа-
рыстычную ўласцівасць мноства), ужываюць запіс вы-
гляду о“

АЕІМ(х)Б

яго чытаюць «А ёсць мноства элементаў х, такіх,

што Му(х)».

Напрыклад, мноства адмоўных рэчаісных лікаў можна запісаць
у выглядзе В. -(хіхеВ, х«с0], а мноства няцотных-- Рэцхіхзе
гкдп--1, пе М). '

У тэорыі мностваў разглядаюць таксама пустое
мноства -- такое, якое не змяшчае ні аднаго элемента.
Яго абазначаюць сімвалам (5.

Два мноствы называюць роўнымі ў тым і толькі ў тым
выпадку, калі яны складаюцца з адных і тых жа эле-

ментаў. Напрыклад, мноствы В і ОЮ, пададзеныя вышэй,
маюць розныя формы запісу, але, па сутнасці, яны
абодва складаюцца з адных і тых жа няцотных лікаў,
г. зн. Вар. '

Мноства А называецца падмноствам мноства В, калі
кожны элемент мноства А належыць таксама мност-
ву В. У гэтым разе пішуць АсВ і чытаюць «Я ёсць
падмноства мноства В» ці «А улучана ў В». Непасрэдна
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з азначэння падмноства вынікаюць наступныя ўласці-
васці:

1) пустое мноства ёсць падимноства ўсякага мноства;
2) кожнае мноства ёсць падмноства самога сябе;
3) калі АсВ і ВС С, то АСС;
4) А-В тады і толькі тады, калі АСВ і ВСА.
Запіс А«:В (ці Аса В) азначае, што мноства А не

з'яўляецца падмноствам мноства 8, а запіс Ас В будзем
разумець як тое, што А--8 або АсВ.

Для графічнага выяўлення мностваў і дзеянняўз імі

скарыстоўваюць дыяграмы Эйлера" -- Вена".
Выяўленнем некаторага мноства А на плоскасці лі-

чаць круг; напрыклад, з рыс. 1.1 становіцца зразумелым,

Э

Рыс. 1.І

99. Аперацыі з мноствамі. Разгледзім шэраг дзеянняў

з мноствамі.
Азначэнне І.І. Перасячэннем мностваў А, В назы-

ваецца икоства АПВ усіх тых элементаў, якія належаць

мноству А, і, разам з тым, мноству В:

АпВіЦІкеА і хе В).

На рыс. 1.2,а мноства АПВ паказана штрыхоўкай.

а

ў
“ Эйлер Леанард (Еиіег І.еоппагё, 1707--1783)- нарадзіўся

ў Швейцарыі, доўгі час працаваў у Расіі, матэматык, механік і фізік.

б Вен Джон (Уепп Зойп, 1834-1923) -- англійскі логік.
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Калі разглядаецца перасячэнне п (пе М) мностваў А,

А., ..., А., то гэта можна карацей запісаць

д (А,
І

што, адпаведна з азначэннем, вызначаецца роўнасцю

п ве І, “

0 діхіхкед, із Тл].
151

Азначэнне 1.2. Аб'яднаннем мностваў А, В называецца

мноства АВ усіх тых элементаў, якія належаць хаця

б аднаму з мностваў А, В:

. дет

АўВеіхіхеА ці хеВ].

Мноства А()8 паказана штрыхоўкай на рыс. 1.2, б.

Аб'яднанне п мностваў А; (і-- 1, п) вызначаюць роў-

насцю

п «е

ЗАО існуе такоеі, і-»

І,

й, што хв].
Ны

Для запісу магчымых аперацый з мноствамі ўжы-

ваюць таксама дужкі. Як і ў выпадку лікаў, спачатку

выконваюць тое дзеянне з мноствамі, якое запісана

ў дужках, З рыс.1.3, а, 0, можна заўважыць, што размер-

каванне дужак істотна ўплывае на вынік дзеянняў,

у прыватнасці

АО(ВПС)Е(А08)0С.

 

А0й(Ва6) (Абв) Пб

Рыс. 1.3

Для адвольных мностваў А, В, С справядлівыя ўласці
васці:

1) АОАЗА;
2) АПАЬА;
3) калі АсВ, то АЎВАВі АПВА;



4) АВАВОА--камутатыўнасць аб'яднання;
5) АПВАВПА- камутатыўнасць перасячэння;
6) АД(ВОС)Ь(Аб8)ОС- асацыятыўнасць аб'яд-

нання;
7) АП(ВПС)Ь-(АПВ)ПС- асацыятыўнасць перася-

чэння;
8) АД(ВОСУЬЕ(АЎВ)П(А0 С) -- дыстрыбутыўнасць

аб'яднання ў дачыненні да перасячэння;

9) АП(ВУС)Ь(АПВІКАПС)- дыстрыбутыўнасць

перасячэння ў дачыненні да аб'яднання.

С Доказ першых пяці ўласцівасцяў лёгка вынікае

з азначэнняў аперацый. Для таго каб упэўніцца ў спра-

вядлівасці асацыятыўнасці аб'яднання, заўважым, што

мноства А((8[)С) змяшчае ўсе тыя элементы, якія

належаць ціА, ці В, ці С. Але менавіта з гэтых элементаў

складаецца і мноства (А) 8)() С. Праўдзівасць уласціва-

сці 7 даказваецца аналагічна.

Дакажам уласцівасць 8, для чаго пераканаемся, што

справядлівыя абодва сцверджанні: ;

а) калі хе(АС(ВПС)), то хе((АўВ)П(А0С));

6) калі хе((АўВ)П(АОС)), то хе(АЦВПС)).

Для гэтага скарыстаем азначэнні аперацый перася-

чэння і аб'яднання мностваў. '

а) Няхай хе(АС(В0С)). Тады хеці хе(В0С).

Калі хеА, то хе(А[)8) і разам з гэтым хе(А0)С),

значыць, хе ((А[)В8))п(А40С)). Калі хе(ВПС), то хе В

і хе С, што дазваляе сцвярджаць: хе (А 08) і хе(Аў С)

адначасова. З гэтай прычыны хе(А) 8)П(А0С). У выні-

ку разважанняў атрымалі

(Аў(ВПС)С(Аў В)П(А0 6). (1.1)

б) Для доказу адваротнага ўлучэння зыходзім з таго,

што хег((А() В)уП(А0С)). Тады хе(А ў 8) і разам з гэтым

хв(АўС). Калі хеА, то хе В іха С, значыць, ха ВПС,

“што дазваляе сцвярджаць, што хе(А 0(В0С)). Калі

хегА, то відавочна, што хе(АО(В0С)). Мы даказалі

ўлучэнне

(Аў вупаўсусав).
На падставе атрыманага ўлучэння і ўлучэння 1.)

прыходзім да высновы, што ўласцівасць 8 праўдзіцца.

Уласцівасць 9 даказваецца аналагічна. Ю

Азначэнне І.З. Розніцай мностваў А, В называецца

мноства АВ усіх тых элементаў, якія належаць мноству

А і не належаць мноству В:

П



АВЕЦАіхеА і хе В).

Розніцу мностваў А, В наглядна падае нам

рыс. 1.4, а.

(0;

Для адвольных мностваў А, В, С справядлівыя ўласці-

васці:

 

Рыс. 14

1) АўВа6)- (АЎВУЦ(АХС); (12)
2) А(вусу--(Аувуп(АХс).

СО Дакажам, напрыклад, другую ўласцівасць.

а) Няхай хе(АМВОС)). Тады хеАі х«е(В0 С).

Значыць, хеёВ і хе С. Згодна з азначэннем розніцы,

хег(АУВ) і разам з гэтым хв (А“С), адкуль атрымліваем

хв ((АМВУП(АХС)).
б) Няхай хе((АЎВ)П(А УС). Тады хе(АВ) і

хе(АУС) адначасова. Гэта дае нам падставу сцвяр-

джаць, што

хеА, але хвёВ і хе С.

Адсюль атрымліваем, што

хе(ВОС) і хе (АМВ00)).
У выніку разважанняў а і б другая ўласцівасць

даказана.
Аналагічна даказваецца першая ўласцівасць.
У межах пэўнай матэматычнай тэорыі разглядаюцца

толькі такія мноствы, якія ёсць падмноствыаднаго і таго

ж фіксаванага мноства (С. Такое мноства С называецца
універсальным. Заўважым, што паняцце універсальнага

мноства не з'яўляецца абсалютным - для кожнага раз-
дзела матэматыкі яно бывае сваім. Напрыклад, для
планіметрыі С -- гэта мноства пунктаў плоскасці; для
стэрэаметрыі -- мноства пунктаў прасторы. Для элемен-
тарнай арыфметыкі універсальным мноствам лічыцца
мноства 7, цэлых лікаў і г. д.
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Калі фіксавана пэўнае універсальнае мноства О, то
можна азначыць яшчэ адну аперацыю тэорыі мностваў.

Азначэнне 1.4. Дапаўненнем мноства А (да мноства

0) называецца мноства А усіх тых элементаў, якія

належаць С і не належаць А:
-. «еі

А Цхіхей і хе).

На дыяграмах універсальнае мноства С падаюць як

мноства пунктаў прамавугольніка. З яго дапамогаю на

рыс. 1.4, б паказана дапаўненне А.
Няцяжка заўважыць, што дапаўненне ёсць прыватны”

выпадак розніцы: Я з О(“А. Асаблівасць дапаўнення

ў тым, што яно азначаецца як розніца фіксаванага

мноства С і яго падмноства А.
Для адвольных мностваў А, В справядлівыя ўласці-

васці:

1) (4-4;
2) (АП8)- 408; (13)

3) (АўВ)- АП 8. (1.4)

Ф У праўдзівасці першай уласцівасці можна лёгка

пераканацца з дапамогаю рыс. 1.4, б. Уласцівасці

2 і З ёсць прыватныя выпадкі уласцівасцяў розніцы

(1.2).
Адзначым яшчэ, што роўнасці(1.3) і (1.4) называюцца

правіламі дэ Моргана".
39. Выказванні. У сучаснай матэматыцы, разам з па-

няццямі тэорыі мностваў, шырока скарыстоўваецца мова

матэматычнай логікі, аснову якой складае тэорыя выказ-

ванняў. Зыходнымі аб'ектамі тэорыі выказванняў з'яў-

ляюцца простыя выказванні.

Паняцце простага выказвання, таксама як і мноства,

ёсць першаснае (неазначальнае). Простым выказваннем

лічаць усякі просты сказ, у дачыненні да сцверджання

якога вядома, што яно ёсць або праўда, або няпраўда і не

можа быць праўдзівым і непраўдзівым адначасова.

У якасці простых выказванняў можна падаць наступныя: «Квадрат

ёсць прамавугольнік», «Тры больш за Б», «л ёсць ірацыянальнылік».

Лёгка заўважыць, што першае і трэцяе выказванні праўдзівыя, а дру-

гое -- непраўдзівае.

» Морган Аўгустус дэ (ре Мограп Ацпризійи5, 1806-- 1871) -- шат-

ландскі матэматык і логік.
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Да выказванняў далучаюць і тыя сцверджанні, праў-

дзівасць якіх пакуль што не вызначана.

Напрыклад, выказванне «Усякі цотны лік, большыза два, ёсць

сума двух простых лікаў» вядома ў матэматыцы як не развязаная

пакуль што праблема Гольдбаха”.

У матэматычнай логіцы абстрагуюцца ад сэнсоўнага

зместу і разглядаюць выказванне толькі з пазіцыі яго

праўдзівасці. Праўду ці няпраўду лічаць значэннем

выказвання. Выказванні абазначаюць вялікімі літарамі

лацінскага алфавіта А, В, С, ..., а іх значэнні «праўда»,
«няпраўда» -- адпаведна літарамі П, Н.

Зыходзячыз простых выказванняў, з дапамогаю логі-

кавых аперацый можна атрымаць новыя складаныя

выказванні. Складаныя выказванні таксама валодаюць

адной з дзвюх уласцівасцяў «быць праўдзівым»ці «быць

непраўдзівым». Праўдзіваснае значэнне складанага вы-

казвання цалкам залежыць ад праўдзівасці простых
выказванняў і ад логікавых аперацый з імі.

Азначым асноўныя логікавыя аперацыі з выказван-
нямі.

Азначэнне І.5. Адмаўленнём выказвання А называец- .

ца выказванне А («не А»), якое праўдзіцца ў тым і толькі
ў тым выпадку, калі А непраўдзівае.

Выказванне «8 не ёсць цотнылік» з'яўляецца адмаў-
«леннем выказвання «8 ёсць цотнылік». Няцяжка заўва-
жыць, што зыходнае выказванне праўдзівае, а яго адмаў:
ленне -- непраўдзівае.

Аперацыя адмаўлення цалкам вызначаецца сваёй
табліцай праўдзівасці(табл. 1.1).

Табліца 1.1

А А

П Н
Н П

У яе першым слупку (злева) пададзены значэнні зы-
ходнага выказвання А, а ў другім (справа) -- значэнне
яго адмаўлення.

Для аперацыі адмаўлення відавочная ўласці-

васць (А)БА.
Азначэнне І.б. Кан'юнкцыяй выказванняў А, В назы-

“ Гольдбах Хрысціян (Зо!ЧЬасі Сйгізііап, 1690-- 1764) -- нямецкі
матэматык.
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ваецца выказванне АЛ В («А і В»), якое праўдзіцца

ў тым і толькі ў тым выпадку, калі абодва выказванніА,

В праўдзівыя (табл. 1.2). '

Табліца 1.2

АЛВ   

ш
а
ш
ц
ц
і
ь

У якасці прыклада кан'юнкцыі можна падаць наступнае выказван-

не: «Трохвугольнік ёсць многавугольнік і круг ёсць многавугольнік».

Мымаем выказванне тыпу А Л В, дзе А -- «Трохвугольнік ёсць многа-

вугольнік», В -- «Круг ёсць многавугольнік». Паколькі выказванне В

непраўдзівае, няпраўдай з'яўляецца таксама выказванне АЛ В.

Азначэнне 1.7. Дыз'юнкцыяй выказванняў А, В назы-

ваецца выказванне АВ («А ці В»), якое праўдзіцца

ў тым і толькі ў тым выпадку, калі хаця б адноз выказ-

ванняў А, В праўдзівае (табл. 1.3).

Табліца 1.8

АМ В   

ш
ш
ч
ц
а
»

ш
ц
А
н

У адпаведнасці з табліцай праўдзівым з'яўляецца выказванне «Лік

пяць роўны сямі ці лік пяць меншыза сем» (517).

ВыказваннеА“ В будзем чытаць таксама: «А або В».

Азначэнне 1.8. /мплікацыяй выказванняў А, В назы-

ваецца выказванне А-» В («калі А, то В»), якое ёсць

няпраўда ў тым і толькі тым выпадку, калі А праўдзівае,

а В непраўдзівае (табл.1.4).

Табліца 1.4

АЗ В   
Выказванне А-» В можна чытаць таксама: «З А выні--

кае В», «Для таго каб В, дастаткова, каб А», «Для таго

каб А, неабходна, каб 8». ,

Выказванне А называецца ўмовай, В - высновай імп-

лікацыі.
15"



Адзначым, што паміж умовай і высновайу імплікацыі

можа адсутнічаць сэнсоўная сувязь, але гэта не мае
ўздзеяння на высвятленне праўдзівасці імплікацыі.

Напрыклад, выказванне «Калі 6:2--1, то роўнастаронні трохву-

гольнік ёсць раўнабокі» з'яўляецца праўдзівым, паколькі праўдзівая

яго выснова. .

Азначэнне 1.9. Эквіваленцыяй выказванняў А, В на-

зываецца выказванне АВ («А, калі і толькі калі В»),
якое праўдзіцца ў тым і толькі ў тым выпадку, калі А,
В маюць аднолькавыя значэнні (табл. 1.5).

 

Табліца 1.9

А В АВ

П П П
П Н Н
Н П Н
Н Н П

Прыкладам праўдзівай эквіваленцыі можа служыць наступная:
«Трохвугольнік АВС з большай стараной ДВ ёсць прамавугольны,калі
і толькі калі АВ?АС?ВС».

Выказванне А -- В можна чытаць таксама: «Для таго
каб А, неабходна і дастаткова каб 8», ці «А ў тым і толькі
ў тым выпадку, калі В», ці «А тадыі толькі тады,калі8».

Калі складанае выказванне А-» В праўдзівае, то
выказванні А, В называюцца эквівалентнымі ці раўна-
значнымі.

. З дапамогаю пададзеных логікавых аперацый можна,
ствараць складаныя выказванні, якія залежаць ад ад-
вольнага канечнага ліку простых выказванняў. Робяць
гэта аналагічна таму, як у курсе школьнай алгебры
з дапамогаю аперацый складання, адымання, множання
і дзялення лікаў і літарных зменных ствараюць алгеб-
раічныя выразы. Пры канструяванні новых выказванняў
актыўна скарыстоўваюць таксама дужкі, яны паказ-
ваюць,якія выказванні з'яўляюцца зыходнымі пры логі-
кавых дзеяннях. Карыстаючыся табліцамі праўдзівасці,
можна высветліць значэнне праўдзівасці складанага
выказвання. Напрыклад, можна пераканацца, што вы-

казванне (А В)( А М В) праўдзіцца. Для гэтага па-
трэбна разгледзець чатыры магчымыя выпадкі: ГА, В-
праўда; 2) А -- праўда, В -- няпраўда;3) А -- няпраўда,
В-- праўда; 4) А, В -- няпраўда,--і ў кожным з гэтых
выпадкаў скарыстаць адпаведныя табліцы праўдзівасці.

16



49. Сцверджанні, залежныя ад зменных. У матэма-
тычнай тэорыі, акрамя выказванняў, мы сустракаемся
з рознымі сцверджаннямі, якія змяшчаюць адну або
некалькі зменных. У матэматычнай логіцы іх называюць

прэдыкатамі і абазначаюць А(х), В(х), С(х, у), .... Пры
гэтым абавязкова адзначаюць, з якога мноства разгля-
даецца зменная, якая фігуруе ў прэдыкаце. Сказ Ах),
дзе хе М, не з'яўляецца выказваннем, калі яго разгля-
даюць на ўсім мностве М. Пры канкрэтным значэнні
Хзехо мы ўжо можам высветліць значэнне праўдзівасці
сцверджання А(хо), значыць, А(хо) ужоёсць выказванне.
Прэдыкатамі з'яўляюцца ўсе раўнанні і няроўнасці са
зменнай. Напрыклад, раўнанне х”-Е 1:-4 (хв ВЕ) ёсць прэ-

дыкат. Пры хаЗ гэта ёсць праўдзівае выказванне,
а пры х--2 -- непраўдзівае. Заўважым, што дадзены

прэдыкат (раўнанне) ператвараецца ў праўдзівае выказ-

ванне пры х-- УЗ, а пры кожным іншым х (хе К) мы

атрымліваем непраўдзівыя выказванні. І ў агульным
выпадку з мноства М, на якім зададзена сцверджанне
А(х), можна вылучыць мноства М; усіх тыхх, для якіх

А(х) праўдзіцца. Яно называецца мноствам праўдзівасці

сцверджання А(х). Другое падмноства М. змяшчае ўсе

тыя і толькі тыя х, для якіх А(х) не праўдзіцца, пры

гэтым М--МЦ)М.. Для пададзенага вышэй раўнання

(прэдыката) маем МУЗ, ЕВА М.ві, З].

Два прэдыкатыА(х) і В(х) называюцца раўназначны-

мі, калі супадаюць іх мноствы праўдзівасці. Раўназнач-

насць раўнанняў (няроўнасцяў) можна разглядаць як

прыватны выпадак дадзенага паняцця. Для прэдыкатаў,

як і для выказванняў, азначаюцца тыя ж аперацыі

адмаўлення, кан'юнкцыі, дыз'юнкцыі, імплікацыі, эквіва-

ленцыі.

З прэдыкатамі спалучаюцца наступныя два віды

сказаў: ц.

І) для ўсіх элементаў х з мноства М сцвярджаец- "

ца А(х);

' 2) існуе элемент хз-хо з мноства М, для якога сцвяр-

джаецца А(х).

Для кароткага запісу гэтых сцверджанняў скарыстоў-

ваюць знак агульнасці У (перавернутая першая літара

англійскага слова АІІ -- усе) і знак існавання З (перавер-

нутая першая літара англійскага слова Ехізі -- існуе).

Знак У замяняеўмоўных сказах словазлучэнні «для

ўсіх», «для адвольнага»:«ддякожнага»;-Знак З ска-
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рыстоўваюць замест слоў «існуе», «знойдзецца». З дапа-

могаю гэтых сімвалаў сказыІ і 2 можна запісаць наступ-

ным чынам:

1) Ух, хе М, А(х) 2) Зх, хеМ, А(х).

59. Тыпы тэарэмі спосабы іх доказу. Многія тэарэмы

курса матэматыкі фармулююцца ў выглядзе

“У(х), хе М, (А(х)-» Віх)). (1.5)

У фармулёўцы кожнай такой тэарэмы можна вылу-

чыць умову тэарэмы (прэдыкат А(х)) і выснову тэарэмы

(прэдыкат В(х)). Тэарэма дадзенага тыпу называецца

прыкметай для В(х), ці дастатковай умовай для В(х).

Пры гэтым кажуць, што В(х) ёсць неабходная ўмова для

А(х).
У якасці прыклада можна падаць наступную тэарэму

з курса элементарнай матэматыкі: «Калі сума лічбаў

натуральнага ліку дзеліцца на З, то і лік дзеліцца на3».

У гэтым сцверджанні спалучаны два сказы: А(п)--

«Сума лічбаў ліку п, пе М, дзеліцца на З», В(п) -- «Лікп,
пе М, дзеліцца на 3». Такім чынам, тэарэма сцвярджае
праўдзівасць наступнага выказвання:

“Уп, пе М, (А(п)з» В(п)).

Тэарэмы тыпу (1.5) дазваляюць азначыць для іх
паняцці адваротнай і процілеглай тэарэм. Адваротная
тэарэма мае выгляд

Ух, хе М, (В(х)зь А(х)). (1.6)

а процілеглая -

Ух, хе М, (Яб5- Воз).
Для прамой тэарэмы (1.5) можна азначыць таксама
процілеглую да адваротнай, структура якой апісваецца
ў выглядзе '

Ух, хе М, (В(х)з» А(х)). . (1.7)

Калі для А(х) і В(х) праўдзівыя адначасова тэарэмы
(1.5) і (1.6), то мы атрымліваем тэарэму тыпу

Ух, хе М, (А(х)- Ві(х)),

якая называецца крытэрам або неабходнай і дастатко-
вай умовай для В(х) (ці для А(х)). Паколькі ў фарму-
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лёўцы такой тэарэмы аб'яднаныя прамая і адваротнай

тэарэмы, то яе доказ павінен складацца з доказу неаб-

ходнасці і дастатковасці.
2

У якасці прыкладу ўспомнім тэарэму Віета": «Лікі хі, х, ёсць

карані квадратовага раўнання Ўрх--д4--0, р, це В, калі і толькі

калі справядлівыя формулы:

ХіХ4, /

ХіЗЧ-Хуна р.

Спынімся на двух метадах, якія вельмі часта ўжы-

ваюцца пры доказе тэарэм -- метадзе ад процілеглага

і метадзе матэматычнай індукцыі.

Метад ад процілеглага грунтуецца на наступнай

тэарэме.
Тэарэма І.І. Сцверджанне Ух, хе М, (А(х)-» В(х))

справядлівае, калі і толькі калі справядлівае сцвер-

джанне
“Ух, хе М,(В(х)-» А(х)).

Г Нам трэба даказаць эквіваленцыю

Ух, хе М,((А(х)-- В(г))--(ВаўЭ-Яс).

Будзем лічыць далей, што ўсе сцверджанні разгля-

даюцца Ух, хвеМ. -

“ Неабходнасць. Няхай праўдзіцца А(х)-» В(х).

Справядлівасць імплікацыі В(х)-» А(х) у гэтым выпадку

немагчымая, бо інакш, з улікам умовы, маем Віх)-» Віх).

Значыць, праўдзіцца сцверджанне (1.7).

Дастатковасць. Няхай сцверджанне (1.7) ёсць

справядлівае. Тады, скарыстоўваючы даказаную неаб-

ходнасць, маем праўдзівы сказ

(А(х))-» (Ві(х)),
што і азначае справядлівасць сцверджання (1.5). В

На падставе даказанай тэарэмы прыходзім да высно-

вы, што справядлівасць прамой тэарэмы тыпу(1.5) забяс-

печвае справядлівасць процілеглай да адваротнай(1.7).

Разам з гэтым тэарэма І.І з'яўляецца асновай доказу

тэарэм метадам ад процілеглага. Сутнасць гэтага метада

ў тым, што замест зыходнай прамой тэарэмы даказваюць

больш простую -- процілеглую да адваротнай.

У многіх раздзелах матэматыкі часта патрабуецца

“Ф Віет Франсуа (Уіёіе Егапеоіз, 1540--1603) -- французскі матэ-

матык.
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даказаць праўдзівасць сцверджання А(п), якое залежыць

ад натуральнай зменнай п, пры ўсіх значэннях гэтай

зменнай. Для гэтага шырока скарыстоўваюць метад

матэматычнай індукцыі - сцверджанне Ап) лічаць

праўдзівым для ўсіх пеМ пры выкананні наступных

дзвюх умоў: ,

1) выказванне А(п) праўдзівае для п-г 1;

9) з праўдзівасці выказвання А(Е) вынікае праў-

дзівасць выказвання А(Ё--1) для ўсіх натураль-

ных /.
Умова, што праўдзіцца выказванне А(1), называецца

базай індукцыі, а меркаванне, што праўдзіцца выказван-

не А(Ё) -- індуктыўным пагадненнем ці індуктыўнай зго-

дай. Калі задачай абумоўлена, што выказванне А(п) раз-

глядаецца, пачынаючыз пэўнага ліку п (не з ліку 1), то

базай індукцыі з'яўляецца праўдзівасць выказвания

А(п), а індуктыўнае пагадненне тычыцца адвольнага

натуральнага 8, 8221.
Метад матэматычнай індукцыі шырока скарыстоў-.

ваюць пры доказе тэарэм, тоеснасцяў, няроўнасцяў, пры

развязанні розных задач. .

4.2. РЭЧАІСНЫЯ ЛІКІ І ІХ ЎЛАСЦІВАСЦІ

19. Мноства рэчаісных лікаў. У школьным курсе матэ-

матыкі праходзіць дэталёвае знаёмстваз рацыянальнымі

лікамі і іх уласцівасцямі. Успомнім, што рацыянальнымі

называюцца лікі выгляду р/д, дзе р- цэлы і д--

натуральны лік. Заўважым, што лікі р і д тут можна

лічыць узаемна простымі. ,

“Выконваючы з рацыянальнымі лікамі складанне,

адыманне, множанне і дзяленне, мы зноў атрымліваем

пэўныя рацыянальныя лікі. Пры развязанні раўнанняў

другой ступені (ці больш высокіх ступеняў) узнікае

неабходнасць пашырэння мноства рацыянальных лікаў.

“На самай справе, высветлім, што няма такога рацыя-

нальнага ліку р/д, квадрат якога роўны двум. Дапусцім

процілеглае, што (р/д)222,ці, тое сама, р”2- 247”. З апош-
няй роўнасці відаць, што яе левая частка р? дзеліцца на

9. Дзяленне р” на 2 магчыма пры ўмове, што р дзеліцца

сна 92, і, значыць, р? дзеліцца на 4. Адпаведна на 4 будзе

дзяліцца 247, а д будзе дзяліцца на 2. Такім чынам
р ід маюць агульны дзельнік 2, што супярэчыць іх
узаемнай прастаце. Мы пераканаліся, што роўнасць
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радзе. немагчымая, г. зн. У2 не з'яўляецца рацыя-
нальным лікам.

Да неабходнасці пашырэння мноства рацыянальных
лікаў можна падысці з геаметрычных меркаванйяў, звя-
заных з вымярэннем даўжыні адрэзкаў ці плошчы фігу-
ры, напрыклад знаходжаннем дыяганалі квадрата альбо
плошчы круга.

У дадзеным параграфе мыі маем намер пашырыць
мноства рацыянальных лікаў, далучыўшыда іх лікі

іншай структуры-- ірацыянальныя. '

Лікавай прамой ці лікавай воссю будзем называць
геаметрычную прамую, на якой выбраныпункт адліку О,

вызначаны дадатны кірунак і адзінкавы адрэзак ОЁЕ.

Зусім натуральнай з'яўляецца задача пра вымярэнне
даўжыняў адрэзкаў на лікавай прамой, інакш кажучы,

для адвольнага пункту М на лікавай восі патрэбна
знайсці даўжыню адрэзка ОМ. Адрэзак ОМ будзем
вымяраць з дапамогай маштабнага адзінкавага адрэзка
ОЕ.. Высветлім, колькі разоў поўны адрэзак ОЁЕ укла-

даецца ў адрэзку ОМ.
Лічым для канкрэтнасці, што пункт М знаходзіцца

правей за пункт О на лікавай прамой (рыс. 1.5),і будзем

8 е А м

Рыс. 1.5

паслядоўна адкладваць адзін за другім, пачынаючы

з пункту О, адрэзкі, роўныя адрэзку ОЕ. Вынік заклю-

чаецца ў тым, што адрэзак ОЕ укладаецца цэлую коль-

касць аз разоў у адрэзку ОМ і застаецца ў астатку

адрэзак АМ, меншыці роўны адрэзку ОЕ.

У якасці новага маштабнага адрэзку выбіраем

1/10 частку адрэзка ОЕ. Паслядоўна адкладваем, пачы-

наючыз пункта А, адрэзкі, роўныя 1/10 частцы адрэзка

ОЕ. Вынік зноў будзе такі, што 1/10 частка адрэзка ОЕ

укладаецца цэлы лік а; разоў і застаецца астача,

меншая ці роўная 1/10 частцы адрэзка, прычым а1:9.

Названы спосаб вымярэння працягваецца бясконца.

У якасці новых маштабных адрэзкаў паслядоўна бярэм

адну сотую частку адрэзка ОЕ, адну тысячную частку:

адрэзка ОЕ і г. д. У выніку мы атрымаем, што пункту

М лікавай прамой будзе адпавядаць бясконцы дзесятко-

вы дроб

аз, а а»... а,..., аг«х9, ў І, 'оо, (1.8)
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гі яго патрэбна лічыць даўжынёй адрэзка ОМ,а канечныя

дзесятковыя дробы

аз, 8 82... б, (1.9)

пры кожным натуральным л даюць вынік вымярэння

адрэзка ОМ з недахопам.
Пададзеную схему вымярэння можна скарыстоўваць

і ў тым выпадку, калі пункт М знаходзіцца злева ад

пункту О, з тою розніцай, што цяпер усе дробы

(1.8) і (1.9) маюць адмоўнызнак.
“Такім чынам, кожнаму пункту лікавай прамой з дапа-

могай зробленых разважанняў пастаўлены ў адпавед-

насць бясконцы дзесятковы дроб.

Азначэнне 1.10. Бясконцыя дзесятковыя дробы вы-

гляду (1:8) называюцца рэчаіснымі ці сапраўднымі лі-

камі, ,

Беручы пад увагу гэтае азначэнне, кажуць, што

кожнаму пункту лікавай прамой адпавядае канкрэтны

рэчаіснылік. '

“Найбольш простыя сярод рэчаісных лікаў ёсць бяс-

концыя перыядычныя дзесятковыя дробы, з іх скла-

даецца мноства рацыянальных лікаў. Бясконцыя непе-

рыядычныядзесятковыя дробы называюцца ірацыяналь-

нымі лікамі. Мы маем рацыю казаць, што мноства

рэчаісных лікаў улучае ў сябе мноствы рацыянальных

і ірацыянальных лікаў. .

Навучымся параўноўваць рэчаісныялікі. Перш за ўсё

заўважым, што рацыянальныя лікі, якія выражаюцца

канечнымі дзесятковымі дробамі, могуць быць дваякім

чынам запісаныя ў выглядзе бясконцых дзесятковыхпе-

рыядычных дробаў: адзін запіс з нулём у перыядзе

і другі- з дзевяткаю ў перыядзе.

Напрыклад,

5
т“ 0,500... --0,4999...,

альбо ў агульным выглядзе

гэр гу, Гр... Гахагоу, Гі... Г00 ... его, гі... (га--1)99.....

Першызапіс атрымліваецца далучэннем нулёў у запіс канечнага
дзесятковага дробу. Другі запіс атрымаем, калі ліку г паставім у адпа-
веднасць пункт Мна лікавай прамой і потым будзем вымяраць адрэзак
ОМ так, як апісана вышэй.

Дамовімся, што пры параўнанні рэчаісных лікаў мы
не будзем ужываць дзесятковыя дробы з нулём у пе-
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рыядзе, за выключэннем аднаго ліку 000 ...2-0.(0).
Возьмем два рэчаісныя лікі:

аа, а... а, ..., (1.10)
раб, бі... В. .... (41.11)

Рэчаісныя лікі а і б называюцца роўнымі, калі яны

маюць аднолькавыя знакіі а-а б, для (50, се.

Модулем рэчаіснага ліку а называецца неадмоўны
рэчаісны лік [а], такі, што

Іа] а, калі ага,
аі- .

га, калі аг.

Будзем лічыць для канкрэтнасці, што а і б -- няроў-

ныя паміж сабой неадмоўныя рэчаісныялікі, гэта азна-

чае, што ў роўнасцях(1.10)і (1.11) узяты знак «З» для

абодвух лікаў. У такім разе хоць для аднаго значэння

індэкса ў парушаецца роўнасць абі прытым нас

цікавіць самае меншае значэнне індэкса ў, для якога не

супадаюць дзесятковыя знакі.

Азначэнне І.11. Калі а і б неадмоўныя рэчаісныя

лікі і для іх дзесятковых знакаў выконваюцца стасункі:

аўззбь іза б, 2-1, а,«сб. Ее М, то лік а называецца

меншым за лік б; адпаведна пішуць: ас.

Заўвага І.І. Патрэбна падкрэсліць, што параўноўваць дзе-

сятковыя знакі ў запісах (1.10) і (1.11) мы павінны злева направа

і толькі да таго часу, пакуль сустрэнем няроўныя лічбы.

Калі рэчаіснылік а адмоўны,а рэчаіснылік б неад-

моўны, то кажуць, што а«2б. У рэшцерэшт адмоўнылік

а называецца меншым за адмоўнылік б, калі 16] «2[а!.

Як і ў выпадку рацыянальных лікаў, калі мы кажам,

што рэчаіснылік а меншыза лік б (а«сб), то мы маем на

ўвазе адначасова, што лік б большыза лік а (Ба).

З пададзеных азначэнняў адразу вынікае, што знакі

роўнасці і няроўнасці, адпаведна «-» і ««» (ці «»»),

маюць уласцівасць транзітыўнасці на мностве рэчаісных

лікаў: з роўнасцяў а2-б і бззс вынікае а--с, з няроў”

насцяў а«сб і б«сс вынікае а«е.

Няроўнасці тыпу а«-б называюцца строгімі. Шырока

скарыстоўваюцца таксама нястрогія няроўнасці, напры-

клад ах-б. Апошняе выказванне трэба разумець у сэнсе

(а«сбуМ (а). Калі праўдзіцца выказванне (ас
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«ВУЛс), то гэта запісваюць з дапамогаю падвойнай

няроўнасці а«2б.«“с.
29, Дакладныя межы лікавых мностваў. Акрамя

мноства ўсіх рэчаісныхлікаў, нам патрэбна мець справу

таксама з рознымі яго падмноствамі, у прыватнасці

з прамежкамі.
Зафіксуем розныя рэчаісныялікі а і б. Гнтэрвалам ці

адкрытым прамежкам (а, б) называецца наступнае

мноства рэчаісных лікаў:

(а, Бах8).

Адрэзкам[а, 6]ці замкнёным прамежкам называецца

мноства

й

«еі

[а, бах6).

Лікі а і б называюцца канцамі адрэзка.
Адвольны інтэрвал (а, В), якому належыць пункт Ху,

будзем называць наваколлем пункта хў. Сіметрычнае

наваколле (ху--6, хо3-6) называюць таксама акругай

пункта Хо (б-акругай пункта хо).
Няхай цяпер Х--(х] -- адвольнае мноства рэчаісных

лікаў, у якім ёсць хоць адзін лік.

Азначэнне 1.12. Калі для пэўнага рэчаіснага ліку

М (т) і ўсіх элементаў хеХ выконваецца няроўнасць

хМ (хргт), то мноства Х называецца абмежаваным

зверху (знізу). Лікі М і т называюцца адпаведна верх-

няй і ніжняй межамі.

Зразумела, што кожнае абмежаванае зверху мноства

мае бясконца многа верхніх межаў, сярод якіх нам цікава

знайсці самую меншую. У сваю чаргу для мностваў,

абмежаваных знізу, цікава знаходзіць самую большую
ніжнюю мяжу. У найбольш простых выпадках, калі
Х--[а, 6] або Х--(а, б), самая меншая верхняя мяжа
роўная б, а самая большая ніжняя мяжа роўная а. Тут
відаць, што межы могуць належаць мноству і магуць не
быць яго элементамі.

Самая большая ніжняя мяжа абмежаванага знізу
мноства Х называецца дакладнаю ніжняй мяжой і аба-
значаецца

іпі ХАіпіпі Х.
хе Хх

Самая меншая верхняя мяжа абмежаванага зверху
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мноства Х называецца дакладнаю верхняй мяжой і аба-
значаецца

з0р Х-- зир (х]з- зар Х.
хе Хх

Заўвага 1.2. З пададзеных азначэнняў дакладных межаў

адразу вынікае адзінасць дакладнай ніжняй і верхняй межаў.

Лема (пра дакладную мяжу). Роўнасць М- зцр Х
хва хХ

раўназначная наступным двум патрабаванням:

1) для кожнага хе Х выконваецца няроўнасць хх М;

9) для кожнага ес» 0 знойдзецца элемент х' е: Х,такі,

што хМ- в.
О Першае патрабаванне азначае, што М ёсць верхняя

мяжа для мноства Х. Другое патрабаванне азначае, што

калі мы хоць трошкі зменшым М, інакш, заменім М на

М- е, то апошні лік ужо не будзе верхняю мяжой,

г. зн. М ёсць самая меншая верхняя мяжа.

Тэарэма 1.2 (пра існаванне дакладнай мяжы). Калі

непустое мноства рэчаісных лікаў ёсць абмежаванае

зверху (знізу), то яно мае дакладную верхнюю (ніжнюю)

мяжу.
СО Будзем разглядаць толькі выпадак мноства, абме-

жаванага зверху, і даказваць існаванне дакладнай верх-

няй мяжы.
Калі мноства змяшчае толькі канечную колькасць

лікаў, то дакладная верхняя мяжа знаходзіцца шляхам

паслядоўнага параўнання лікаў гэтага мноства.

Няхай цяпер мноства элементаў Х-(х] бясконцае,

і для пэўнасці сярод яго элементаў ёсць неадмоўныя

рэчаісныя лікі. Паколькі мноства Х абмежаванае зверху,

то Ух, хе Х, выконваецца няроўнасць

ха М. (41.12)

Будзем разглядаць толькі неадмоўныя лікі, якія

змяшчаюцца ў мностве Х,і запішам іх як бясконцыядзе-

сятковыя дробы

а

ХЗЕХо Хі Х» “е Хх. еа

Возьмем цэлыя часткі гэтых дробаў. Усе яны не перавы-

шаюць М, згодна з няроўнасцю (1.12), і. паколькі гэтых

цэлых частак можа быць толькі канечнае мноства, то

сярод іх ёсць самая большая цэлая частка, абазна-

чым яе Ху.
Захаваем сярод элементаў мноства Х толькі тыя, якія
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маюць цэлую частку ху, іншыя выкінем. У лікаў, што

засталіся, разгледзім першыя дзесятковыя знакі і выбе-

рам самы большыз іх, абазначым яго х;. Цяпер заха-

ваем у мностве толькі тыя лікі, у якіх першыдзесятковы

знак пасля коскі роўны Х;. Знойдзем сярод захаваных

лікаў тыя, што маюць самае большае значэнне сотых

доляў, абазначым яго 'Х». Заўважым, што пакінутыя для

разгляду лікі большыя за тыя лікі, якія мы перастаем
улічваць на кожным кроку.

Разважаючы такім чынам, мы знойдзем паслядоўна

дзесятковыя знакі Хі, Хо, ..., Х., ... і пабудуем рэчаіс-

ны лік

ўд- Хо, Хі Х» ... Ха ...,

які і будзе дакладнаю верхняй мяжою мноства Х. Для
таго каб даказаць гэта, мы павінны, згодна з лемай,
праверыць умовыІ і 2.

Возьмем адвольны лік ххх... Хх,... ее Х. З вы-

значэння х відаць, што хх: ху. І калі ў апошняй няроў-

насці будзе выконвацца строгая няроўнасць Ху“: ха то

на падставе азначэння 1.11 будзе выконвацца і няроў-

насць х«с Хх, і, тым самым, першая ўмова лемыпраў-

дзіцца. Калі ж хозе хо, то пераходзім да параўнання

першых дзесятковых знакаў х; і хі. Зноў, паводле вы-

значэння Хі, маем, што хі: хі. У выпадку няроўнасці

хі“ Хі будзем мець і няроўнасць х-- х, і ўмова І праве-

раёна. У іншым выпадку, калі Хізе Хі, пераходзім да

параўнання наступных дзесятковых знакаў х» і х».

На шляху параўнання дзесятковых знакаў х і Хх
(злева направа) мы сустрэнемся на нейкім кроку з ня-

роўнасцю х.«с х, і, значыць, дакажам, што хгс Хх,

альбо атрымаем, што ўсе дзесятковыязнакілікаў хі Хх

супадаюць паміж сабой,г. зн. х- х. У абодвух выпад-
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ках выконваецца няроўнасць хх х, і, такім чынам,

першая ўмова лемы праверана.

Застаецца праверыць патрабаванне 2 лемы. Няхай

лік Х --е мае дзесятковызапіс Х -ёзеЎ), Яі... Х,....

Паколькі Хх --в«- х, то існуе такі л, пе М, што

Жозн Хо, Жіче Хр, ..., Хд-і95 Хасі Ха Ха. (1.1)

З другога боку, паводле пабудовыліку х відаць, што
існуе такі лік х ху, хі... х, ..., для якога.

хе Х, хусё Хо, Хіте Хі, ..., Хдзе Ха. (1.14)

Параўноўваючы (1.13) і (1.14), атрымліваем:

Хь Хх --е, хех. п

3”. Арыфметычныя дзеянні з рэчаіснымі лікамі.

Перш чым разглядаць дзеянні з рэчаіснымі- лікамі,

заўважым, што для кожнага натуральнага п праўдзіц-

ца наступнае сцверджанне: рэчаісны лік а можна

абмежаваць двума рацыянальнымілікаміго; і Гл» Та-

кімі, што

гіаг» ГазГаз МО".

Няхай для канкрэтнасці а ёсць дадатнылік і для

яго выконваецца роўнасць а--ас, а; а»... а, .... Абры-

ваючы гэты дроб на п-м знаку пасля коскі, зной-

дзем г. 5580, 8;... а, а ў якасці га» патрэбна ўзяць

Гл.ззв аў, 8... а, 1/19". Сапраўды, з улікам азначэння

1.11, атрымліваем г. х-а, паколькі першыя г -- І вартас-

ныя лічбы ў адпаведных дзесятковых дробах аднолька-

выя, наступныя вартасныя лічбы для дробу гл; супа-

даюць з нулямі, а для дробу а неабавязкова супадаюць

з нулямі. Што датычыцьлікуг,», то ў выпадку 0. а, «с8

ён можа быць запісаны ў выглядзе

гл.ззв аў, 8, ...(а,- 1) (1.15)

і зразумела, што а“ г, г, бо лічбу а, мы замянілі на лічбу

а,--1, а папярэднія вартасныя лічбы супадаюць. У тым

выпадку, калі а,229, у запісе (1.15) на апошняй пазіцыі

будзе знаходзіцца лічба О, але павялічыцца на адзінку

адна з папярэдніх лічбаў, і мы зноў будзем мець агі».

Заўважым, што разгледжанае сцверджанне больш

важкае ў тым разе, калі а ірацыянальныЛІК, і сэнс яго

27



заключаецца ў тым, што ірацыянальнылік мы можам
наблізіць рацыянальнымі лікамі з адвольнай даклад-

насцю.
Няхай цяпер а і б -- рэчаісныялікі, ві, в», Ві В--

рацыянальныя лікі, для якіх выконваюцца няроўнасці

аса, Высьев. (116)
Разгледзім лікавае мноства, элементамі якога з'яў-

ляюцца сумы рацыянальных лікаў а,-- Ві, дзе а: і Ву-
адвольныя рацыянальныя лікі, падпарадкаваныя пер-
шай падвойнай няроўнасці(1.16). Гэтае мноства (а, --8:]
абмежаванае зверху, паколькі кожны яго элемент абме-
жаваны фіксаванай сумай а»--В». На аснове тэарэмы

1.2 існуе адзіная дакладная верхняя мяжа мноства

(аа СВ;
Сумай рэчаісных лікаў а і б называецца дакладная

верхняя мяжа

: зр" (аг Віўгга-б.
ажа, Вір

Разгледзім мноства, элементамі якога з'яўляюцца

здабыткі ор; рацыянальных лікаў аі, Ві, аналагічным

спосабамазначым і здабытак рэчаісных лікаў.

Здабыткам рэчаісных лікаў а і б называецца даклад-

“ная верхняя мяжа

зир (ваВі)ззаб.
аа, Ві

Непасрэдна з азначэнняў і адпаведных уласцівасцяў
сумыі здабытку рацыянальных лікаў вынікаюць наступ-

ныя асноўныя ўласцівасці арыфметычных дзеянняў з рэ-

чаіснымі лікамі:
1) аб04а- камутатыўнасць сумы;
2) (а4-б)З ез а4-(63-6)- асацыятыўнасць сумы;
3) існуе рэчаісны лік 0040), такі, што ада

ЧаеЕ (асаблівае значэнне нуля);
4) для кожнага рэчаіснага ліку а існуе процілеглы

яму лік а”, такі, што а-а;
5) арб--ба-- камутатыўнасць здабытку;
6) (аб)сз-а(Ьс) -- асацыятыўнасць здабытку;
7) існуе рэчаісны лік І, такі, што а-1-а “ЎУавеЕ

асаблівае значэнне адзінкі);
8) для кожнага рэчаіснага ліку, няроўнага нулю,

існуе адваротнылік а”, такі, што аа;
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9) (а4-ё)сае34- бс -- дыстрыбутыўнасць здабытку ў

дачыненні да сумы;

10) з няроўнасці ась б вынікае ас БЧ с;

11) з няроўнасцяў аб і сО вынікае ас» бс;

12) якім бы ні быў адвольны рэчаіснылік а, магчыма

лік І узяць складнікам столькі разоў, што атрыманая

сума перавысіць лік а.
Часта скарыстоўваецца магчымасць складваць ня-

роўнасці аднолькавага сэнсу: калі а«Сб і с«са, то

а-: с«сБ- а. Сапраўды, на падставе уласцівасці 10 маем

асе і сЗ-б«са--б, адкуль з улікам транзі-

тыўнасці знаку ««г» і камутатыўнасці сумы атрымаем

патрэбную няроўнасць а--с«с6--4.
На дакончанне дакажам тры часта ўжывальныя ста-

сункі для рэчаісных лікаў:

ав] -[а][-15], (117)
Іа Ыы ДІаіз- 18], (1.18)
а-а Па]--ІЫІІ. (1.19)

ОЮ Роўнасць (1.17) непасрэдна вынікае з азначэнняў

модуля і здабытку рэчаісных лікаў.

Для доказу ўласцівасці (1.18) заўважым, што на

аснове азначэнняў модуля і правілаў параўнання

рэчаісных лікаў маем няроўнасці Та]а Іа],

ІЫсб [Б]. Складваючы няроўнасці аднолькавага

сэнсу, будзем мець (аз. Іы)са--в аі -- 1], ад-

куль і вынікае правільнасць судачынення (1.18). .

Няроўнасць (1.19) вынікае цяпер наступным чынам;

Паколькі а--(а--65)--6, то з дапамогай няроўнасці

(1.18) маем Таў с [а--Ь]--18] ці, тое сама,”

Іа- Б [аі- [8]. :

Калі памяняць месцамі а і б, то атрымаем

Іа--ЫЫ -- Ва,

што разам з папярэдняй няроўнасцю прыводзіць да

стасунку (1.19). М

13. КАМПЛЕКСНЫЯЛІКІ

І”. Алгебраічная форма камплекснага ліку. Вядома,

што квадратовае раўнанне з рэчаіснымі каэфіцыентам!

і адмоўным дыскрымінантам не мае рэчаісных каранеў:

У прыватнасці, раўнанне Фд--150 не мае каранеў на

мностве рэчаісныхлікаў К. Узнікае неабходнасць пашы-
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рэння мноства К так, каб на больш шырокім мностве

было развязальным квадратовае раўнанне з усякімі

рэчаіснымі каэфіцыентамі.

.  Упарадкаваную-пару(х; у) рэчаісныхлікаў х і у назы-

ваюць камплексным лікам і абазначаюць яго літарай

2, г. ЗН.
«еі

(хі 9).

Два камплексныялікі 2;25(Х1; у), 2255 (Х»; ў») назы-

ваюцца роўнымі, калі і толькі калі ХіззХа, ўзе ўз.

Сума і здабытак камплексных лікаў 2; і 2» абазна-

чаюцца адпаведна 2] --2» і 212» і азначаюцца формуламі:

аза(а-а уа, (120)
гі2р зе (хіла-- ушы ХэР Хой). (1.21)

З гэтых формул, у прыватнасці, вынікае, што:

(хіў 0). (ха 0)(хі хэ; 0), (хі 0Хх» 0): (хіх»; 0),

г. зн. аперацыі з камплекснымі лікамі тыпу (Хх; 0) па-
добныя да аперацый з рэчаіснымі лікамі. Па гэтай

прычыне камплексны лік (х,; 0) атаясамляюць з рэ-

чаісным лікам х: (х; О)азх. Такім чынам, мноства рэ-

чаісных лікаў улучана ў мноства камплексных лікаў.

Сярод камплексных лікаў асаблівае месца займае лік

(0; 1), які называюць уяўнаю адзінкай і абазначаюць

праз і;
«еі

і-(0; 1).

Згодна з формулай (1.21), вылічым:

(0; 10; 1)(--1; 0)Ь-і,

хх -- І. З дапамогаю формул (1.20), (1.21) атры-

іу се (0; І(у; 0)--(0; у),
(хі у)з-(х; 0)--(0; у)ху.

Такім чынам, кожны камплекснылік 222(х; у) можна
запісаць у выглядзе

г. зн. ў
маем.

Езех-кіц. " (1.22)

Запіс камплекснага ліку 2--(х; у) у выглядзе
(1.22) называюць алгебраічнаю формай камплекснага
ліку. Пры гэтым лік х называюць рэчаіснаю часткай
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камплекснагаліку г і абазначаюць Кег, а лік у--

уяўнаю часткай і абазначаюць Іт:

Феі Фет

Ке2г-х, Ітг-у.

Калі х-О, то камплекснылік 2:-іў называюць уяў-
ным лікам.

Аперацыі складання і множання камплексных лікаў
маюць уласцівасці:

1) гЗ.21, 2122: 222; - камутатыўнасць;

2) (г;аазна (гг), (г2»)2з зн гі(2223) -- аса-
цыятыўнасць;“

3) г(гг-- гэ) загаК ауг, -- дыстрыбутыўнасць.
Гэтыя ўласцівасці вынікаюць з азначэння аперацый

складання і множання камплексныхлікаў і ўласцівасцяў

адпаведных аперацый з рэчаіснымі лікамі.

Заўважым, што складанне і мяожанне камплексных

лікаў можна выконваць паводле правілаў дзеянняў

з мнагаскладамі, замяняючы Ў на -І. Напрыклад,

роўнасць (1.21) можна атрымаць так:

2255 (х1-Ь іХха- іэ) зе хіхэ-Е іхцуэ-К іхоўі Ф. Ёушаее
гт хху--ўша Ёхіуэ-Ь Ха).

Мноства камплексных лікаў абазначаюць літарайС.

“Лікі оЁ“0-0; і 1::13-О0і на мностве С маюць тыя ж са-

мыя ўласцівасці, якія яны маюць на мностве К:

2-0, г-“І-2 “г, гес.

На мностве С адыманне ўводзіцца як аперацыя,

адваротная складанню. Для кожнай пары камплексных

лікаў гіст хі-Біц, і гэнХК іу» існуе, і пры тым толькі

адзін, камплекснылік г, такі, што

гр аьсаг). (1.23)

, Гэты. лік называюць розніцай лікаў г; і г» і абазна-

“чаюць 2;- 2).
Сапраўды, з раўнання(1.23), згодназ правілам роўна-

сці і азначэннем (1.20) сумы камплексных лікаў, вынікае

2 -- гуза (х-- Ха) Цу, - Цэ).

У прыватнасці, розніцу 0--2 абазначаюць --2.

“Дзяленне на мностве С уводзіцца йк аперацыя, адва-

ротная множанню, а дзеллю ад дзялення камплекснага
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ліку г на лік г» называюцьтакі лік 2, што праўдзіцца

роўнасць ,

вг; (1.24)

абазначаюць 2::2;» або 2, /2.

Дакажам, што раўнанне (1.24) для ўсякіх камплекс-

ных лікаў 2; і 2» дзе г» 0, мае адзіны развязак.

ОЗ Памножым абедзве часткі раўнання(1.24) на кам-

плекснылік х»--іўззёО (бо 2550) і атрымаем раўнанне

г(ха-к іКха- іэ) зе (хі у,Цхе- іу»),

раўназначнае раўнанню (1.24). Пасля перамнажэння

камплексных лікаў атрымаем
2 з

г(хў--уд) зе хіхуц»хаці -- Ха).

Падзелім гэтае раўнанне на рэчаісны лік д-ра0

і заменім г на 2:/2,, атрымаем

2; ХіХг , Хоўі -- Хі
ШМААКЕККАЕЦ АС,

У а яра Т тя
што і даказвае адзінасць развязання раўнання (1.24). Ю

Камплекснылі: х--іў называюць спалучаным з кам-
«еі

(1.25)

плексным лікам гззх--іу і абазначаюць 2: 2 5х-іу.
У такім разе формула (1.25) вылічэння дзелі камплекс-

ных лікаў можа быць запісана ў выглядзе

попа (1.26)
2; 2» 2

Такім чынам, каб падзяліць два камплексныялікі 2;

і г», дастаткова лічнік і назоўнік дробу памножыць на

лік, спалучаны з назоўнікам.

99. Геаметрычнае выяўленне камплексных лікаў. Ня-

хай на плоскасці зададзена прамавугольная сістэма

каардынат. Камплекснылік 222х-- іу можна пазначыць

як пункт плоскасці з каардынатамі (х; у) і, наадварот,

кожнаму пункту плоскасці з каардынатамі (х; ў) адпавя-

дае адзін камплекснылік 2--хЗ' іу. Такім чынам, паміж

мноствам С і пунктамі плоскасці ўстанаўліваецца ўзаем-

на адназначная адпаведнасць. Вось чаму словы «кам-

плексны лік» і «пункт плоскасці» ўжываюцца як сіно-

німы.
Рэчаісныя лікі,г. зн. лікі х--0ё, выяўляюцца пунктамі

восі абцыс, а ўяўныя лікі,г. зн. лікі іў-03-іу,- пункта-
мі восі ардынат. Па гэтай прычыне вось абцыс назы-
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ваюць рэчаіснай воссю, а вось ардынат -. уяўнай воссю.

Плоскасць, на якой выяўляюцца камплексныялікі, назы-

ваецца камплекснай плоскасцю.

На рыс. 1.6 выяўлены пункты2, --2; 2. Адзначым,

што пункты 2 і --2-- сіметрычныя ў дачыненні да

 

. пачатку каардынатаў О,а пункты2 і 2 -- сіметрычныя

ў дачыненні да рэчаіснай восі.

Лік УЗ? абазначаюць [г] і называюць модулем

камплекснага ліку г:

а. (1.27)

Камплексны лік гз-хЗіў можна выявіць на кам-

плекснай плоскасці як вектар з пачаткам у пункце

О і канцом у пункце (х; у). Гэты вектар будзем абазна-

чаць тою ж літараю 2. З геаметрычных меркаванняў

(гл. рыс. 1.6) або з формулы(1.27) відаць, што [2] супадае

з даўжынёй вектара г.

З дапамогаю вектарнай інтэрпрэтацыі наглядна

ілюструюцца сума і розніца камплексных лікаў. Лік

2-2» выяўляецца вектарам, пабудаваным паводле праві-

ла складання вектараў 2; і г» (рыс. 1.7), а вектар 2:--2»

можна пабудаваць як суму вектараў 2; і --2г». Адлег-

ласць паміж пунктамі 2; і г» роўная даўжыні вектара

21--2» (гл. рыс.1.7), г. зн. роўная і21--2.І. Гэтае ж сцвер-

джанне вынікае з роўнасці

а-а е а-аЎ(а-а.

Такім чынам, 12;- 2»! ёсць адлегласць паміж пункта-

мі 2, І 2».

9 В. Русак і інш.
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Рыс. 1.7

Дакажам, штодля ўсякіх камплексных лікаў г; і 2,
праўдзяцца няроўнасці:

Пат ІаІаГе ГаІЗ Іа». (1.28)

Ю Разгледзім трохвугольнік з вяршынямі О, 2; і
2,2» (гл. рыс. 1.7). Даўжыні яго старон роўныя [2],
Іг» і [2;3-2»[І, а няроўнасці (1.28) выражаюць вядомыя
з геаметрыі ўласцівасці даўжынь старон трохвуголь-
ніка. 8

32. Трыганаметрычная форма камплекснага ліку. Ня-

хай г-- [2] ёсць модуль камплекснага ліку 2, а ф-- вугал
паміж рэчаіснай воссю і вектарам 2, які адлічваецца ад
дадатнага кірунку рэчаіснай восі. Калі адлік вядзецца
супраць руху гадзіннікавай стрэлкі, то велічыня вугла
лічыцца дадатнаю, а калі па руху гадзіннікавай стрэл-
кі -- адмоўнаю. Гэты вугал называюць аргументам кам-
плекснага ліку г (2550) і абазначаюць аге г. Для ліку
20 аргумент не вызначаецца, таму надалей пры выка-
рыстанні аргумента аге г будзем лічыць, што 2560.

З геаметрычных меркаванняў (рыс. 1.8) атрымліва-
ецца:

 

ХА гсо5 Ф, ўзегзіпф, (1.29)

адкуль вынікае, што ўсякі камплексны лік 222х-іу
дапускае выяўленне

г(соз ф-рі зіп ф). (1.30)

Запіс камплекснага ліку 25:0 у выглядзе (1.30) назы-
ваюць трыганаметрычнаю формай камплекснага ліку.

З формул (1.27) і (1.29), улічваючы, што [21-г,
знаходзім:
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Х.

 

Рыс. І.8

сов фана Ух”,

зіп раеУР”.

З сістэмы(1.31) знаходзіцца аргумент камплекснага
ліку 2550. Гэтая сістэма мае бясконца многа развязкаў
ВЫГЛлЯяду фазе фу- 2лё, дзе 262; фу-- адзін з развязкаў
роўнасцяў (1.31), г. зн. аргумент камплекснага ліку
вызначаецца неадназначна.

Для знаходжання аргумента звычайна карыстаюцца
не формуламі (1.31), а формулай

ів Фу/х, (1.32)
якая атрымліваецца пасля дзялення другой з роўнасцяў
(1.29) на першую. Трэба мець на ўвазе, што не ўсе зна-
чэнні ф, якія праўдзяць раўнанне (1.32), з'яўляюцца
аргументамі ліку г.

Калі камплексныялікі зададзены ў трыганаметрыч-
най форме:

2 з г(соз фі -і зіп Фі), 2ззг г.(соз фь-- і зіп фа),

“то іх здабытак

(131)

212; гі(сов ф. і віп Фі)г(соз фі віп Ф.)

Сгга((соз Ф; со ф»-- зіп Ф; зіп фа)--

-- Цзіп фі; соз ф»-Е со5 Фзіп фа))-
за гіга(со5(фі-Р Ф») ЗЕ і віп(фі ЗЕ Ф»). (1.33)

Такім чынам, здабытак двух камплексныхлікаў ёсць

такі камплексны лік, модуль якога роўны здабытку

модуляў множнікаў, а аргумент роўны суме аргументаў
множнікаў:

35



Іг Г Іг, гы], аге(гіг»)-- аге гі аге г».

Карыстаючыся формулаю (1.26), выканаем дзяленне
камплексных лікаў 2; і г» (2,520);

гтг(созфіБізіпф)

2 г(созф-ізіпе,)

гсов Фі -Ь1 зіпа фі (соз ф»-- і зіп фа)

(сов ф; со5 ф»-р зіп ф; зіп ф.)--
2

А. ізіп фі соф.-сов ф; віп ф.)) е

АЦсов(д--К зіп(ф; - Ф). (1.34)

Такім чынам, модуль дзелі двух камплексных лікаў
роўныдзелі модуляў дзеліва і дзельніка, а аргумент дзелі
роўны розніцы аргументаў дзеліва і дзельніка:

[241 0. Іг 2: яТара аа усагеа--агвг» 2гзё0.

З формулы (1.33) вынікае, што

(г(соз ф-рі віп ф)) зь (сов 2ф-і віп Эф).

Метадам матэматычнай індукцыі лёгка выводзіцца
формула

(г(соз ф-- і віп ф))' г(соз пф--ізіппф),  (1.35)

якая называецца формулай Муаўра“.
З геаметрычных меркаванняў (гл. рыс. 1.8) вынікае

правіла параўнання двух камплексных лікаў у трыгана-
метрычнай форме:

гі(со5 фі-- і зіп фі)з га(соз ф»-- і зіп ф,),

калі і толькі калі гіз-го, фе фодлЁ, ёе 2.
Разгледзім некаторыя важныя ўласцівасці камплекс-

на-спалучаных лікаў. Няхай 2:-(соз ф-гізіп ф), тады

2 га г(со5 ф--ё віп ф)з- (соз(--ф)-Бі віпц(--ф)),

г. зн. калі фасага 2, то --фэгаге 2. Адсюль із роўна-
сцяў (1.33) і (1.34) вынікае, што

“ Муаўр Абрахам дэ (Моіуге ЛЬгапат фе, 1667--1754) -- англійскі
матэматык.
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ананрам 2: 2: ша

ара аа, [2-й (9)(2)-(2 Ў, вем,

а з азначэння камплексна-спалучанага ліку вынікае, што

гі ўсе а г, а--з 21- 2».

49. Караняванне камплексных лікаў. Коранем п-й

ступені з камплекснага ліку аз2О называецца такі кам-
«еі а

плексны лік 2:- Уа, што

"а. (1.36).

Такім чынам, знаходжанне кораня л-й ступені з кам-

плекснага ліку а раўназначна развязанню раўнання

(1.36). .

Калі гзего(соз 04-і5іп 0), аз-гсозф-ізіпф), то,

згодна з формулаю Муаўра (1.35), раўнанне (1.36) набы-

вае выгляд

о"(соз пд -- зіп пд): г(соз ф-Сі зіп ф),

адкуль на падставе правіла параўнання камплексных

лікаў у трыганаметрычнай форме вынікае, што:

0“: г, пбдаф -2лк, ёе 2,

а таму

ваМГ, дА, Бей, (1.37)
п

п

дзе Ме ёсць арыфметычны корань з дадатнага ліку

г. Гэта азначае, што лікі

2,2МГ(сов Ф, З: віп Ф.) (1.38)

з'яўляюцца развязкамі раўнання (1.36) і іншых развяз-

каў гэтае раўнанне не мае.
Заўважым, што лікі 20, 2), ..., 2л-- РОЗНЫЯ, бо іх

аргументы 022: Фф/а, д,ф/ап/п, ..., 9,іа ф/аЗ

Д.Эл(п- 1)/п розныя і адрозніваюцца адзін ад другога
п

менш, чым на Эл. Далей 2222бо [2415 Іа] аг і 0,5

зе доЗ-Эл. Аналагічна 2,11522; 8155 22-1 і г. д.

Такім чынам, раўнанне (1.36) пры аз20 мае роўна

п розных каранёў, якія вызначаюцца паводле формул

(1.37) і (1.38), дзе Ё-- 0,пЗІ.
37



На камплекснай плоскасці пункты 2, (КБ й, 2-1)

размяшчаюцца ў вяршынях правільнага п-вугольніка,

умежанага ў акружыну радыусу М” з цэнтрам у

пункце О.

1.4. КАМБІНАТОРЫКА І БІНОМ НЬЮТАНА

1. Камбінаторыка. На практыцы часта даводзіцца
выбіраць з некаторага мноства аб'ектаў падмноства
элементаў, якія маюць тыя або іншыя ўласцівасці. На-
прыклад, вылучэнне ўдзельнікаў сходу ў кіраўнічы орган
грамадскай арганізацыі. Паколькі ў такіх задачах га-

ворка ідзе пра тыя або іншыя камбінацыі аб'ектаў,то іх
называюць камбінаторнымі задачамі. Раздзел матэматы-
кі, дзе вывучаюць камбінаторныя задачы, называюць
камбінаторыкай.

Пры камбінаторных разліках часта выкарыстоўваец-
ца наступнае правіла множання: калі нейкі выбар А мож-
на зрабіць п рознымі спосабамі, а для кожнага з гэтых
спосабаў нейкі іншы выбар В можна ажыццявіць л спо-
сабамі, то выбар А і В (з названым парадкам) можна
зрабіць тл спосабамі.

Напрыклад, з Мінска ў Гомель можна даехаць цягніком, аўтобусам,
самалётам; з Гомеляў Кіеў - цягніком, аўтобусам, самалётам і цепла-
ходам. Колькі розных спосабаў падарожжа па маршруце Мінск--
Гомель -- Кіеў можна прапанаваць турысту? Калі выбраць адзін з трох
магчымыхспосабаў падарожжа з Мінска ў Гомель, то з Гомеляў Кіеў
маецца чатырытакія магчымасці, таму колькасць розныхтакіх споса-
баў будзе 3-4:-12.

Мноства называецца ўпарадкаваным, калі для кож-
ных двух яго элементаў а і б вызначана дачыненне
парадку а«:б або ба (а не перавышае б альбо Ф не
перавышае а), якое мае ўласцівасці:

І) ажа, г. зн. кожны элемент не перавышае самога
сябе (рэфлексіўнасць);

2) калі а«б і Ба, то элементы а і б супадаюць
(антысіметрычнасць); .

3) калі аб, бс, то ас (транзітыўнасць).
Пустое мноства лічыцца ўпарадкаваным. Мноства

можна ўпарадкаваць рознымі спосабамі.

Напрыклад, у мностве студэнтаў групы дачыненне парадку «сту-
дэнт а не перавышае студэнта б» (ах2б) можна вызначыць наступнымі
двума спосабамі: 1) калі студэнт а малодшыпа ўзросце за студэнта д;
2) калі прозвішча студэіта а ў журнале групы стаіць пад меншым
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нумарам, чым прозвішча студэнта б. Калі ў адным і тым жа мностве
вызначаецца рознымі спосабамі дачыненне парадку, то атрымоўваюцца
розныя ўпарадкаваныя мноствы.

Элементыканечных ўпарадкаваных мностваў звычай-
на запісваюць у круглых дужках, размяшчаючыэлемент
а злева ад элемента б, калі 826.

Напрыклад, запіс А--(З, 2, 1), В--(2, З, 1) азначае, што А і В--

розныя ўпарадкаваныя мноствы, у адрозненне ад запісу АЗ, 9, 1],

В--49, 3, 1], з якога вынікае, што Аз-В.

Мноства з трох элементаў а, ф і с мае тры двухэле-

ментавыя падмноствы:

Га, 5), Та, с), 18, с)

і шэсць двухэлементавых упарадкаваных падмностваў:

(а, б), (Ь, а), (а, с), (с, а), (б, е), (с, 6).

Няхай зададзена мноства, якое змяшчае п элементаў.

Кожнае яго ўпарадкаванае падмноства, складзенае

з Ё элементаў, называецца размяшчэннем з п элементаў

па Ё элементаў. '
Для абазначэння колькасці ўсіх размяшчэнняў з п

элементаў па А элементаў выкарыстоўваецца запіс Аі

(чытаецца: «А з л па А» або «колькасць размяшчэнняў

з п па Ё»; А--першая літара французскага слова

аггапеетепі, што значыць размяшчэнне, прывядзенне да

парадку).

Першы элемент х-элементавага падмноства можна

выбраць л спосабамі, другі -- ужо толькі п'-- І спосабамі.

У адпаведнасці з правілам множання першыя два эЭле-

менты падмноства можна выбраць м(п- 1) спосабамі.

Для выбару трэцяга элемента падмноства застаецца 2--

29 магчымасці, а выбар першых трох элементаў пад-

мноства можна зрабіць п(п-- 1Хл--2) спосабамі. Апошні

Ё-ы элемент падмноства можна выбраць п-- (8 - 1) споса-

бамі, бо да моманта выбару я-га элемента ў мностве

застаюцца нявыбранымі п--(8-- 1) элементаў. Канчатко-

ва атрымаем

двп(п- 11п--9)--(я--(8-1)). (1.39)

Здабытак усіх натуральныхлікаў ад І да п абазна-

чаюць л! (чытаецца: «эн фактарыял»), г. ЗН.

дсі

П1.2... (п- ДФуп.
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Выкарыстоўваючыгэтае абазначэнне, формулу (1.39)
можна перапісаць у выглядзе

Ь п!
Ааа (1.40)

ёеі

прычым калі дамовіцца лічыць 011, то формула
(140) дае правільны вынік ў выпадках 2-0 і хл.

Размяшчэнні з п элементаў па п элементаў назы-
ваюцца перастаўленнямі з п элементаў.

Перастаўленні з'яўляюцца прыватным выпадкам раз-
мяшчэнняў. Паколькі кожнае перастаўленне змяшчае ўсе
п элементаў мноства, то розныя элементы адрозніваюцца
адзін ад аднаго толькі парадкам элементаў. Колькасць
перастаўленняў з п элементаў абазначаюць праз Р, (Р --
першая літара французскага слова регтиаіідп -- пера-
стаўленне).

Паколькі Р,А", то з формулы (1.40) вынікае, што”

Рап! (141)
З формулы(1.41) атрымоўваецца, што мноства, якое

змяшчае п элементаў, можна ўпарадкаваць л! спосабамі.

Прыклад І.І. Колькі чатырохзнакавых лікаў, падзельных на пяць,
можна ўтварыцьз лічбаў1, 2, З, 4, 5, б пры ўмове, што ў ліку лічбы не
паўтараюцца?

і Длятаго каб лік, утвораныз дадзеныхлічбаў, дзяліўся на пяць,
неабходнаі дастаткова, каб лічба 5 стаяла на апошнім месцы. Астатнія
пяць лічбаў могуць стаяць на незанятых трох пзпярэдніх месцах. Так
што шуканая колькасць чатырохзнакавых лікаў, падзельных на пяць,
роўная

з 5!
Аз-в-зи

5.4.3:.60. «

Няхай зададзена мноства, складзенае з п элементаў.
Кожнае яго падмноства, якое змяшчае й элементаў,
называецца спалучэннежя з п элементаў па К элемен-
таў.

Колькасць усіх спалучэнняў з п элементаў па А эле-
ментаў абазначаецца Сё (чытаецца: «колькасць спалу-
чэнняў з п па 8» або «цэ з п па К»; С-- першая літара
французскага слова сотбіпаізоп -- спалучэнне).

Створым усе магчымыя неўпарадкаваныя пад-
мноствы,якія змяшчаюць ё элементаў. Іх колькасць ёсць
Сі. Затым з кожнага атрыманага падмноства зробім усе
ўпарадкаваныя падмноствы, якіх будзе ў 4! разоў болей,
паколькі кожнае мноства, што складаецца з 8 элементаў,
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можна, ўпарадкаваць Х! спосабамі. Такім чынам,
Алісе С, ё!, адкуль

А, п!
САА
(пп

(149)

Для практычнага скарыстання больш зручная
формула

спрсцаЦЁ)
п к! “

Дакажам дзве важныя ўласцівасці лікаў С':

ас”, (1.43)
Са. Са Савы. (1.44)

Ю) Сапраўды, з улікам формулы(1.42) маем:

1) СА п! н п! АС

" (пауа Б(а-В) "

а сараАрА
) Се, аснаса

. п! п--Е4-І К я (аа 1)! ре

раба г ы Б(па! бн. В

Роўнасць(1.43) дае магчымасць спрашчаць вылічэнні

Сі у тых выпадках, калі е» п/2.

з 15.14
Напрыклад, СЗ Су зе 5 2х 105. 

99, Імавернасць падзеі. Калі звярнуцца да гульні

ў падкіданне манеты, то зыходам яе могуць быць дзве

падзеі: альбо манета ўпадзе гербам да нізу, альбо герб

апыніцца зверху. Той або іншы зыход гульні залежыць ад

многіх прычын, якія не паддаюцца ўліку і загадзя не

могуць быць прадказанымі. Здарэнне, што герб апынуўся

зверху, з'яўляецца прыкладамі выпадковай падзеі.

Іншымі прыкладамі выпадковых падзей могуць паслу-

жыць: неадпаведнасць эталону выбранай для кантролю

дэталі, наяўнасць блакітнага колеру вачэй у першага

стрэчнага. У кожным такім разе немагчыма загадзя

прадказаць, адбудзецца ці не адпаведная падзея, таму

такія падзеі і называюцца выпадковымі. “,

Прыгульні ў арлянку абодва зыходы раўнапраўныя,

да яе заканчэння няма ніякіх падставаў аддаць перавагу

таму або іншаму зыходу. У такіх выпадках кажуць, што

абодва зыходы роўнаімаверныя, а імавернасць кожнага
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з іх роўная 1/2. Прыкіданні кубіка з гранямі, занумара-

ванымі пры дапамозе лічбаў ад адзінкі да шасці, маецца

шэсць зыходаў падзеі -- з'яўлення на верхняй грані той

або іншай лічбы. Калі кубік зроблены з аднароднага

матэрыялу, то ўсе зыходы аднолькава магчымыя і роў-

наімаверныя. Імавернасць кожнай падзеі роўная 1/6.

Абагульненнем гэтых простых доследаў будзе той,

у якім магчымыяп роўнаімаверных зыходаўа), а»,...,а,,

іх называюць таксама элементарнымі падзеямі. У такім

разе імавернасць кожнай падзеі лічыцца роўнай І/й.

Запісваюць гэта наступным чынам:

Ра) Іп, Ра) І/п, ..., Р(а,)зе п.

Напрыклад, першая з гэтых формул чытаецца так:

«імавернасць падзеі а; роўная І/п» (Р -- першая літара

англійскага слова ргобабііііу -- імавернасць).

Разгледзім зараз дослед з п роўнаімавернымі зыхода-

мі і нейкую падзею А, якая адбываецца тады, калі дослед

заканчваецца адвольнымі й зыходамі, і не адбываецца

ў тым разе, калі мае месцаадзін з п- Ё астатніх зыходаў.

Будзем гаварыць, што зыходы,якія прыводзяць да падзеі

А, спрыяюць ёй.
Імавернасцю падзеі А, якая адпавядае доследу

з п роўнаімавернымі зыходамі, называецца тасунак коль-

касці зыходаў, спрыяльных падзеі А, да колькасціўсіх

зыходаў,Г. ЗН.

РА)Е/п. (1.45)

Імавернасць усякай падзеі А праўдзіць няроўнасці

беРА)І,

што непасрэдна вынікае з формулы (1.45), паколькі

0Ёл.

Прыклад 1.2. Абанент не памятае дзве апошнія лічбы нумара

тэлефонаі, ведаючытолькі, што гэтыя лічбы розныя, набірае іх наўзда-

гад. Якая імавернасць таго, што нумар будзе набраны правільна?

і» Набраць дзве апошнія лічбы можна столькімі спосабамі, колькі

будзе ўпарадкаваных двухэлементавых падмностваў у дзесяціэлемента-

вым мностве (мпоства ўсіх лічбаў). Такіх спосабаў будзе А1у2210:92;

90. Спрыяе падзеі А (лічбы набраныя правільна) толькі адзін зыход.

Таму імавернасць падзеі А будзе роўная Р(А)--1/90. «

3». Знак сумы. У матэматычнай тэорыі і яе дастаса-
ваннях даволі часта разглядаюцца сумывялікай колька-
сці складнікаў, у сувязі з чым паўстае неабходнасць

кампактнага запісу такіх сумаў.
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Няхай а], а», ..., а, -- зададзеныялікі. Іх сума аі»
п

Да... а, абазначаецца Жа», г. зн.
ЕІ

п «еі

. ЖаБаза... Та,
каі

і чытаецца: «сума па й ад І да п». Знак сумы 2 гэта

вялікая грэчаская літара «сігма», а літара ў называецца

індэксам сумавання.
Сума не залежыцьад таго, якою літарай пазначаны

індэкс сумавання: "

Зусім лёгка пераканацца ў тым, што дзеянні са

знакам Ё падпарадкоўваюцца наступным правілам:

п п. “

1) Ё са,с Ха, с»-сопзі; (1.46)
к-1 юз]

2) Ў(ары) ЎаЎ. (147)
ВАІ Е-І ЕІ “

Здараецца так, што пры падсумоўванні патрабуецца

вылучыць асобныя складнікі. Гэта адзначаецца пэўнаю

ўмовай ніжэй знака 7».

п

Напрыклад, Х а, азначае сумму араў... Бааре

к-1

Взьі
...ра. ,

Часам узнікае неабходнасць зрушыць межызмянення

індэкса сумавання ў той або іншы бок. Напрыклад,

п ла-1 л-р?

х а, Х а,1-2 5 а,».

Еі 6-0 ЕЗ

Такое пераўтварэнне сумы называецца заменай індэкса

сумавання. Так у другой суме мы зрушылі межысума-

вання на адзінку ў меншы бок, пры гэтым пад знакам

сумы замянілі Ё на Ё-ЫІ. У трэцяй суме замянілі Х на

Ё--9, пры гэтым межысумавання павялічыліся на дзве

адзінкі. .
Разгледзім суму, якая змяшчае пт складнікаў а, дзе

індэксы і і ў набываюць значэнні ад І да п і ад І да

т адпаведна (1іхп, Іж.фіхт, п, те М).
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Правядзем далей сумаванне гэтых складнікаў двума

спосабамі. -.
І. Падсумуем спачатку складнікі, якія адпавядаюць

п

значэнню і2-1, і абазначым атрыманую суму біз Баі.
(51

т т

Затым аналагічна знойдзем 55; Ха», ..., 8азз Ха
151 і-

Тым самым мывыбралі ўсе тл складнікаў а/. Калі зараз

падсумуем велічыні 5» ізе 1,7, то атрымаем

п п т “ '

р[з]; (1.48)
а Ца

9. Цяпер абазначым праз ру, р», ..., р» тыя сумы,якія

адпавядаюць значэнням ў, роўным І, 2, ..., т:

п

2 Ха, рыз Хай, б. рызе Хай,
і-1 і іі

а затым падсумуем іх і атрымаем

т т п

Ўр- [2«. (1.49)
151 АЦ

Надалей дамовімся двайныя сумыў правых частках
роўнасцяў (1.48) і (1.49) запісваць без дужак. Прыгэтым
абедзве сумы маюць адно і тое ж значэнне, бо яны
з'яўляюцца рознымі запісамі адной і той самай сумы тл

складнікаў 'а).
Такім чынам, мы даказалі сцверджанне: знакі падвой-

най сумы перастаўляльныя, г. зн.
пі

Х ХаА,
1 -і ў

м
а

а. (1.50)
1

Калі індэксыі, ў набываюць адныі тыя ж значэнні
п п

І, 2, ..., п, то падвойную суму Я Ха можна запісаць
1121

п

у выглядзе Ж а.
іі

Па аналогіі з падвойнай сумаю разглядаюць трайную
суму і іншыя многаразовыя сумы. На падставе пасля-
доўнага скарыстання роўнасці (1.50) можна даказаць,
што миогаразовая сума
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топ р

5 Х... Ха.
іа Ва

не залежыць ад парадку сумавання.
Калі ўсе індэксы многаразовай сумы змяняюцца ад

п

І да л, то яе запісваюць у выглядзе Ж а
Бр,

Бываюць выпадкі, калі індэксы сумавання падпа-
радкоўваюцца той або іншай умове. У такім разе гэтую

ўмову запісваюць ніжэй за знак сумы. Напрыклад,
п

Б ааацГазарацах... Бад.
іра

ў...

4”. Формула бінома Ньютана. Яшчэ са школьнага
курса матэматыкі вядомыя формулы:

(ава?дав”,

(аўа4ЗаЗар",

якія звычайна называюць формуламі скарочанага мно-

жання. Мы дакажам аналагічную формулу агульнага
выгляду, якую называюць формулаю бінома Ньютана".

Тэарэма 1.3. Для ўсякіх рэчаісных лікаў а і, няроў-
ных нулю, і для кожнага натуральнага значэння п праў-
дзіцца роўнасць

п

(абуЯба“, (151)

дзе каэфіцыенты Сі называюцца біномнымі каэфіцыента-

мі і вылічаюцца паводле формулы (1.42).
ОЮ Для доказу тэарэмы выкарыстаем метад матэма-

тычнай індукцыі.

Калі п--1, то формула справядлівая, бо

(аСаАСааз.

Дапусцім праўдзівасць формулыдля пет -- І, г.зн.

т--1

(а-рвуч1 Ж сьа”, (1.52)
ё-0

і дакажам яе праўдзівасць для пз-т. Сапраўды,з улі-

кам формул (1.52) і (1.46), будзем мець:

“ Ньютан Айзек (Меуіоп Ізаас, 1643-1727) -- англійскі фізік,

механік, астраном і матэматык. “
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т-!

атакаца,ў,Саца”1

а “усьай-ЕрРр "у сь. а“ра

к-0 6-0

У першай суме з правай часткі атрыманай роўнасці
вылучым асобна першы складнік, а ў другой -- апошні.
Паменшым таксама індэкс сумавання ў другой суме на
адзінку. Атрымаем:

5сьап-апы"Усьап-ёр“, '

Е- взІ

завір5“сьай”ЕАІБЕКІ Д, адра

ьс"ара др ар",

Такім чынам,

(аруапа(ааПа”Ерр аер",

Карыстаючыся роўнасцю (1.44), а таксама тым, што
СІ і С2--1, атрымаем:

тол
(ауч. Сеач х С'ат- ЁБР р Спадра2,Сат-- ЕЬе,

к-1 а

Значыць, формула (1.51) ёсць правільная для ўсіх
тва М. 0

На падставе формулы (1.44) біномныя каэфіцыенты
для розных значэнняў л можна выпісаць у выглядзе
табліцы, якую называюць трохвугольнікам Паскаля”.
У кожным радку гэтай табліцы першы і апошні лікі
роўныя адзінцы, а ўсякі іншы атрымоўваецца скла-
даннем двух найбліжэйшых да яго лікаў папярэдняга
радка:

І 1
[21

1 33 І
14 6 41
1510105 1

ў Паскаль Блез (Разса! Віаізе, 1623--1662) -- французскі філосаф
матэматыкі фізік.
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У п-м радку гэтай табліцы стаяць каэфіцыентыС, С1,
... СЁ, ..., С1 бінома (а--бУ“.

Калі “ў формуле (1.51) узяць а-6:1, то атрыма-
Ё “

ецца Ж С1:-2". Паколькі для мноства, якое змяшчае
ш-0

п элементаў, С: ёсць колькасць яго падмностваў па
п

» Е А

Ё элементаў, то Х С, вызначае колькасць усіх падмност-
Е-0

ваў мноства з п элементаў, і яна роўная 2”.

1.5. АЛГЕБРА МНАГАСКЛАДАЎ

Мнагаскладам ці паліномам п-й ступені Р,(2) будзем

называць суму с,2'3 с,12""ЗЬ... Ў сіг -- со, дзе казфі-

цыенты с, Ёз5 0, п, ёсць камплексныя лікі і зменная

2 набывае значэнні з мноства С. У прыватнасці, як

сь ізе О, п, так і г могуць быць рэчаіснымі. Каэфіцыент

со называецца вольным складнікам.
Такім чынам,

«еў п '

Р(г)А Ж с,2", с.9ё0. (1.538)
Е-:0

Лік а называюць коранем мнагаскладу Р.(г), калі

Р(а)--90. Падзяліць мнагасклад Р.(2) на двухсклад 2-4;

дзе а ёсць зададзенылік, значыць падаць яго ў выглядзе

Раг)(г-ара(2)г. (1.54)

дзе Р,(2) ёсць мнагасклад ступені п- І, а г -- нейкілік,

які называюць астачаю ад дзялення мнагаскладу на

2--а. Прыгэтым дапускаецца, што роўнасць(1.54) праў-
дзіцца для ўсіх значэнняў ге С (або ге К). Калі гэе0, то
кажуць, што мянагасклад дзеліцца (ёсць падзельны)
на 2--а. ' '

Каэфіцыенты мнагаскладу

Р.(а)сБ,абааа”Э... Богбо

і астачу г можна вылічаць паводле рэкурэнтных формул

Б,с, б.2256.138,ь..., бухае Баву, газ бор або.

Пры вылічэннях выкарыстоўваюць табліцу

с, 2.1 с. с: бо

а Б; Б. НЕ б. г
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Яе верхні радок зададзены,а ніжні паступова запаўняец-

ца згодна з пададзенымі вышэй формуламі. Такі спосаб

знаходжання няпоўнай дзелі і астачы пры дзяленні

мнагаскладу на двухсклад называюць схемаю Горнэра".

Тэарэма 1.4 (Бэзў“”). Лік а ёсць корань мнагаскладу

Р.(г), калі

і

толькі калі гэты мнагасклад дзеліцца на 2-а,

г. зн. праўдзіцца роўнасць

Р.(г)Ь(2- а)Р,(2). (1.55)

0 Неабходнасць. Няхай 2--а ёсць корань мна-

гаскладу Р.(2), г. зн. Р.(а)- 0. З другога боку, калі

мнагасклад Р.(2г) падаць у выглядзе (1.54), то пры 2г--а

атрымаем гг Ра). Такім чынам, г--О, што азначае
падзельнасць мнагаскладу Р.(2) на 2--а.

Дастатковасць. Калі мнагасклад дзеліцца на

2--а, то гэта азначае праўдзівасць роўнасці (1.55), ад-
куль вынікае, што Р.(а)--0. Такім чынам, 2г--а ёсць
корань мнагаскладу Р.(г). Ю

Калі існуюць лік Хе М, І ёп, і мнагасклад Р,(2),
такія, што для ўсіх гс С (або ге: 8) праўдзіцца роўнасць

Р.(г)(2г--а)ЎР.кг), дзе Р,Да)зёО, (1.56)

сто лік а называецца коранем мнагаскладу Р.(2г) крат-
насці К.

Тэарэма 1.4 даказвалася пры дапушчэнні, што мнага-

склад Р.(2) мае корань. На пытанне пра існаванне
кораня мнагаскладу адказвае наступная тэарэма, якую
мы фармулюем без доказу. Доказ гэтай тэарэмы будзе
зроблены ў трэцяй частцы нашага курса.

Тэарэма І.5 (асноўная тэарэма алгебры). Кожны
мнагасклад з камплекснымі каэфіцыентамі мае хоць бы
адзін корань.

Карыстаючыся асноўнаю тэарэмаю алгебры, лёгка
даказаць наступную тэарэму.

Тэарэма 1.6. Усякі мнагасклад п-й ступені раскла-
даецца на п лінейных множнікаў тыпу 2-а і лікавы
множнік, роўны каэфіцыенту прыг".
Ю Будзем разглядаць мнагасклад Р.(2), запісаны

ў выглядзе (1.53). На падставе асноўнай тэарэмыалгеб-

“ Горнэр Уільям Джордж (Ногпег ЖіПіапі Сеогве, 1786-1837) --
англійскі матэматык.

““ Бэзу Эцьен (Вегоці Ёіепле, 1730-1783) -- французскі матэ-
матык.
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ры гэты мнагасклад мае корань, які абазначым 2).

Згодна з тэарэмаю 1.4, можна запісаць:

Раг)(2- а)Ра- (2),

дзе Р,(2) -- мнагасклад ступені п--1.

З той жа прычыны мнагасклад Р,(2) мае корань,

які абазначым г». Тады Р, (2)--(2--2»)Р,2), дзе

Р.Х2) -- мнагасклад (п--2)-й ступені.

Працягваючыгэты працэс вылучэння лінейных множ-

нікаў, дойдзем да судачынення

Р.(г)за(2-- 2а)Ро

дзе Ро-- мнагасклад нулявой ступені, г. зн. некаторая

канстанта. Відавочна, што лік Ро роўны каэфіцыенту пры

г: Раес.
На падставе атрыманых роўнасцяў можам запісаць

Ра(гўнс(а--аХе- г.) (2- ва), (1.57)

дзе 2), 2», ..., 2, -- карані гэтага мнагаскладу, сярод якіх

могуць быць і роўныя.
Вынік. Мнагасклад п-й ступені не можа мець больш

за п каранёў.
(С Сапраўды, ніякі лік 2--а, што адрозніваецца ад

2), 2»..-, 2. Не можа быць коранем мнагаскладу Р.(2), бо

ні адзін з множнікаў у правай частцыроўнасці(1.57) не

ператвараецца ў нуль пры 2-5а. МЮ

Такім чынам, мнагасклад пй-й ступені мае дакладна

п каранёў, калі кожны корань падлічвацьу адпаведнасці

з яго кратнасцю.
У такім разе мае месца наступная тэарэма.

Тэарэма 1.7. Калі значэнні двух мнагаскладаў 542)

і О(г) супадаюць пры п-- І розных значэннях ас, а), ..., к

аргумента 2, то гэтыя мнагасклады тоесныя.

О Абазначым праз Р(г) розніцу дадзеных мнага-

складаў

Раг) 842)--042).
Згодна з умоваю, Р(г) ёсць мнагасклад ступені не

вышэй за п, які ператвараецца ў нуль у пунктах аі, 4», ...,

а, так што яго можна падаць у выглядзе

Раду с(а--ака а.) Ц2-а,).

Згодна з умоваю тэарэмы, Р(2) ператвараецца ў нуль

таксама і ў пункце ад. У такім разе Р(а)) д, але ні адзін
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-з яго лінейных множнікаў няроўны нулю. Значыць, с,2-0,

а таму зроўнасці (1.57) вынікае, што мнагасклад Аг) то-
есна рацы нулю. Такім чынам, 5,(2)-0.(2)220, або

5.2) на 02). В
Тэарэма 1.8. Калі мнагасклад Р.(г) тоесна роўны

нулю, то ўсе яго каэфіцыенты роўныя нулю.
(С Запішам расклад гэтага мнагаскладу на множні-

кі паводле формулы (1.57): Ра) с(г-а1); (а--2,).
Калі гэты мнагаскладтоесна роўны нулю, то ён роўны
нулю і прынейкім значэнні а зменнайг, якое не супадае
З 21, 2»,..., гг. У такім разе ні адзін з множнікаў 4-2,

са--а, ..., а--г, няроўны нулю, а таму с,Ь0.
Затым паўтараюцца разважанні для мнагаскладу

Р,(г) ужо з найвышэйшым каэфіцыентам с,і, пра які
“аналагічна даказваецца, што с,11:20.

Такім жа чынам даказваецца С.25...з2сізх
та бозе. а

Тэарэма 1.9. Калі два мнагасклады. тоесна роўныя
адзін аднаму, то іх адпаведныя каэфіцыенты пры адноль-
кавых ступенях аргумента роўныя.
С Гэта вынікае з таго, што розніца дадзеных мнага-

складаў ёсць мнагасклад, тоесна роўны нулю. Тадына
падставе папярэдняй тэарэмы ўсе яго каэфіцыенты -
нулі.

Надалей у гэтым параграфе будуць разглядацца
мнагасклады, усе каэфіцыентыякіх ёсць рэчаісныя лікі.

Разгледзім спачатку мнагасклад другой ступені
Ра)-ь 2ра-- 4 з рэчаіснымі каэфіцыентамі р і 4. Да-
пусцім, што яго дыскрымінант Ра-р'-- 440. У та-
кім разе

Раг) (г-ррў.а-ВА(грр/ў-і(-р)
(г-рр/2-Р/2ха--р/2-іў- Б 9),

адкуль вынікае, што каранямі мнагаскладу Р.г) з'яў-
ляюцца камплексна-спалучаныя лікі

азнрМара, гузарЭ--Ма-р.
Аналагічнае сцверджанне мае месцаі для мнагаскла-

ду Р.(2г), пЗ, з рэчаіанымі каэфіцыентамі, пра штоідзе
гаворка ў наступнай тэарэме.

Тэарэма 1.10. Калі камплекснылік гусз а-БіВ, Вае0,
ёсць корань мнагаскладу Р.(2)з рэчаіснымі каэфіцыента-

мі, то камплексна-спалучаны лік меа-ів таксама ёсць
корань гэтага мнагаскладу.
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Ю Згодна з умоваютэарэмы, Р.(29)--О, г. зн. с,293-
21 ір

с.126 Б... БСЬ6955 0. Паколькі Од --0О, то адсюль
вынікае, што Я

РАЗ... л 1
Р.(2д) за ба0-Б ба-1206 Т... Ў. Сі2обуе 0. (1.58)

Зважаючына тое, што с, із 0, п, ёсць рэчаісныялікі,

атрымаем с;з2с, ізе 0, п. На падставе ўласцівасцяў

камплексна-спалучаных лікаў роўнасць (1.58) можна

перапісаць у выглядзе с( 2о)- с, ( 20)" ЗЬ... еі29

4-су2ьО, што азначае праўдзівасць роўнасці Р.( 20)-50,

адкуль вынікае, што 2 ёсць корань мнагаскладу

Р.(2). п
Далей будзем займацца раскладаннем на множнікі

мнагаскладу з рэчаіснымі каэфіцыентамі.
Няхай 2--а ёсць рэчаісны корань кратнасці е мнага-

складу Р.(2) з рэчаіснымі каэфіцыентамі. Тады, згодна

з формулаю (1.56), мнагасклад Р.(2) можна падаць
у выглядзе

Ра(гу(г- аўР,г), Р.а)зво. (1.59)

Няхай зараз 2у:2а--іВ, Вэ:0, ёсць камплексны ко-

рань мнагаскладу Р.(2); тады, згодна з тэарэмаю І.10, лік

'гозта--іВ таксама будзе коранем гэтага мнагаскладу.

Таму ў правай частцы роўнасці (1.57) змяшчаюцца

множнікі 2--2го і 2-- 2з, здабытак якіх роўны (2-- 29)Х

Х(г- адеа-ІВЦаів)(а-- аўВг”
-ра--д, дзе рэг--Эа, дзга”- В”, р--4Ядзе -аВ «д.
Такім чынам, мнагасклад Р.(2) можна падаць у выглядзе

Ра(а)-ь (2Б ра-р д),2).

Калі лік гузга--іВ, 8520, ёсць корань кратнасці

Ё мнагаскладу Р.(2), то лік го таксама будзе яго коранем

кратнасці Ё, і таму мнагасклад Р.(2г) можна падаць

у выглядзе

Раг)(г-(2-2Р.ыа)”
ге (г З радЎР.2), (1.60)

дзе р, д-- рэчаісныялікі, рад, а для мнагаскладу

Р...(2г) з рэчаіснымі каэфіцыентамі лікі 2о і “го не з'яў-

ляюцца яго каранямі, г. Зн.
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Р...(29), Р.а 20)360. (1.61)

Няхай а), а»,..., а, -- усе рэчаісныя карані мнагаскла-

ду Р.(г), а іх кратнасці адпаведна роўныя К), К», ..., К.

Тады мнагасклад Р.(г), згодна з формулай (1.59),
Ё

можна падацьу выглядзе Р.(2)--(2--а:) (а-а).(а
г

к ” .

Хад “О(г). дзе О(г) -- мнагасклад ступені я-- Я 8, з рэ-
1 іІ

чаіснымі каэфіцыентамі, які не мае рэчаісных каранёў.

Калі О(2) -- мнагасклад ненулявой ступені, то кож-

най пары камплексна-спалучаныхкаранёў 2; і 2; кратна-

сці І, адпавядае множнік (град! з формулы

(160), дзе р/-44;«20. З улікам гэтай акалічнасці

атрымаем

Раг)есцаа).аде
Бра-ра)!-(г-рад.) (1.62)

г 8

дзе ЖЕТЭХЦ-т; рі-ді 0,- ў І, 5.
1 г

Такім чынам, ведаючыўсе карані мнагаскладу з рэ-

чаіснымі каэфіцыентамі Р.(2), можна яго раскласці на

множнікі з рэчаіснымі каэфіцыентамі, г. зн. падаць

у выглядзе (1.62), дзе лікі с/, а1,..., а» Р. ..., Р» Чы...

4, --- рэчаісныя.

Заўвага І.З. Мнагаскладам ступені п ад дзвюх зменных

и і о называецца выраз

«і 7 0,

Раш, 0) Ж ашо-
іо.

аурацаўцеад?ацшеар”ЗЕ... Бар", (1.63)

у якім ару, аус, ..., аз, ёсць пэўныя рэчаісныя лікі, такія, што сярод лікаў

а а-1 Цп--2)» ас, ёсць хоць бы адзін лік, няроўны нулю.



2. МАТРЫЦЫІ СіСТЭМЫ

ЛІНЕЙНЫХ АЛГЕБРАІЧНЫХ РАЎНАННЯЎ

У школьным курсе матэматыкі прыразвязанні сістэм

двух лінейных раўнанняў ужываюць метады складання

і падстановы. Мэта гэтага раздзелу -- даць метад развя-

зання сістэм т лінейных алгебраічных раўнанняў агуль-

нага выгляду з п невядомымі велічынямі(т, л -- адволь-

ныя натуральныялікі). Гэта можна эфектыўна зрабіць,

дзякуючы ўвядзенню паняццяў матрыцыі вызначніка.

Надалей, пры вывучэнні курса вышэйшай матэматыкі,

гэтыя паняцці вы сустрэнеце яшчэ шмат разоў, паколькі

яны займаюць важнае месца ў матэматычнай навуцы.

Тэорыя, якая разглядаецца ў другім раздзеле, ёсць

частка лінейнай алгебры.

2.4. МАТРЫЦЫ І АПЕРАЦЫІЗ ІМІ

17. Паняцце матрыцы. Няхай М -- некаторае мноства

лікаў.
Азначэнне 2.1. Матрыцай памеру тХп («эм на Эн»)

называецца табліца з тп лікаў мноства М, якая скла-

даецца з т радкоў і п слупкоў:

аз а» ... ёй

грП аз... а». (2 1)

ау а» ''' ёт

Часта ў матэматычнай літаратуры замест квадратных

дужак у абазначэнні матрыцы(2.1) ужываюць круглыя

дужкі ці прамыя двайныя рыскі. Для больш кароткага

запісу матрыцы скарыстоўваюцьвялікія лацінскія літа-

ры, напрыклад А, В, С.
Калі тэёп, то матрыца А называецца квадратнай

парадку п (паказваючы парадак, яе можна абазначыць

А.), у агульным выпадку матрыца называецца прамаву-
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гольнай памеру т Х п (з паказаннем памеру яе абазна-

чаюць А. хл).

Лікі аў, із І, т, 15; І, п, якія ўтвараюць матрыцу,

называюцца яе элементамі. Зазначым, што ў запісе
элемента а; першыіндэкс заўсёды будзе тычыцца нума-.
ра радка, а другі -- нумара слупка. ,

У дадзеным падручніку мы абмяжуемся тым, што
элементамі матрыцы (2.1) з'яўляюцца рэчаісныя лікі,
г. зн. МЕ.

Уся пададзеная ніжэй тэорыя лёгка абагульняецца на
выпадак, калі а; разглядаюцца з мноства камплексных
лікаў.

Элементыа, а8:, ..., а, утвараюць і-ы радок, а эле-
менты сі, а», ..-, аг;-- гы слупок. Каб падкрэсліць,
з якіх элементаў складаецца матрыца А, будзем ка-

рыстацца запісам А--[а], дзе і-- І, т; ўзз п.
МатрыцыА і В называюцца роўнымі(А -- В), калі яны

маюць аднолькавыпамер і ўсе элементы, што стаяць на
адпаведных месцах, роўныя.

Матрыца [а]. а» “.: а:.]; якая складаецца з аднаго
радка, называецца матрыцай-радком,а якая складаецца.
з аднаго слупка -- матрыцай-слупком.

Калі ўсе элементы матрыцы ёсць нулі, матрыца
называецца нулявой, яе будзем абазначаць літарай О.
Па характары размеркавання нулёў сярод элементаў
вылучаюць таксама трапецыйную матрыцу

а, Ф» аз “- аі, “«.. аі,

Азначым шэраг паняццяў, звязаных з квадратнай
матрыцай. Галоўнай дыяганаллю называецца сукуп-
насць элементаў а:, а», ..., а,, якія ідуць з левага
верхняга кута матрыцы да правага ніжняга. Пабочная
дыяганаль -- гэта элементыа), а, :с,..., а, якія ідуць
з левага ніжняга кута да правага верхняга. Матрыца Р,
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“ / а" а
у якой усе элементы, акрамя галоўнай дыяганалі, ёсць

нулі, называецца дыяганальнай:

а, 0 0... 0

Калі ў дыяганальнай матрыцы выконваецца 41:35

ар... тс,зг 1, то яна называецца адзінкавайі абазна-

чаецца Ё (ці Е.). Квадратная матрыца называецца трох-

вугольнай, калі ўсе яе элементы, размешчаныяз аднаго.

боку ад галоўнай дыяганалі, ёсць нулі. Адрозніваюць

“верхнюю трохвугольную і ніжнюю трохвугольную матры-

цы, прыкладамі якіх з'яўляюцца адпаведна матрыцы

А і В:

ац а»... бі, а, 0 ... 0

00 а»... а а, а»... О
дА 22 Эп , ВА 21 22

0 0 ... а, а бэ... Вб

Квадратная матрыца А,--[а/] называецца сіметрыч-

най, калі аў-5йць і, ўзе І, П.

99. Складанне і адыманне матрыц. Множанне мат-

рыц на лік. У папярэднім пункце мы азначылі лікавыя

табліцы-- матрыцы. Разгледзім для іх аперацыі скла-

дання, адымання, множання на лік.

Сумай дзвюх матрыц аднолькавага памеру А-а];

В], дзе і І, т; ўсе І, п, называецца матрыца

С--[гі] такога ж памеру, кожныэлемент якой роўнысуме

адпаведных элементаў матрыц А і В:

сва, і І, т, і І, п. (2.2)

Для абазначэння сумы матрыц А і В ужываюцьзапіс

АЗ. В. Такім чынам).

а; аб» --.. ам б, бі... Ві

аз а»... ам 4 б б»... бэ, я

а; а»... 8 Бо, Во»... Вай
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а бу айб б» .. ба Уба

аза бы 8» ЗБ»... ам бы

Аперацыя складання матрыц валодае ўсімі ўласціва-

сцямі аперацыі складання лікаў, бо ў яе азначэнні

(2.2) ляжыць аналагічная аперацыя для лікаў. Зыходзя-

чы з гэтага, прыходзім да высновы, што для складання

адвольных матрыц А, В, С праўдзяцца наступныя ўласці-

васці:

1) АДОЁА;
2) АДВАВА -- камутатыўнасць;

3) (АВ)СЬАЗЧ-(ВЗ- С) -- асацыятыўнасць.

Адзначаныя ўласцівасці дазваляюць нам не турба-

вацца аб парадкаванні складнікаў пры складанні дзвюх

ці болей матрыц.

Здабыткам матрыцы А--[а], із» 1, пт, ўз2 І, п, і ліку
 

/ (4 ЕВ) называецца матрыца С» [сі], ёз2 І, т, ўзе І, й,

кожны элементякой ёсць здабытак адпаведнага эЭле-

мента матрыцыА і ліку 4:

сізк Мац, ізк І, т, ўсе І, п. (2.3)

Для абазначэння гэтага здабытку скарыстоўваюць за-

піс Сз-АА. Непасрэдна з азначэння (2.3) вынікае, што

для аперацыі множання матрыц А, В на лікі А, и. спра-

вядлівыя наступныя ўласцівасці:

1) ОДХрА)- асацыятыўнасць у дачыненні да

лікавага множніка;
2) ХАЗ-В)ЬЛА- АВ -- дыстрыбутыўнасць у дачы-

ненні да сумы матрыц;
3) (АД ААДАЛАЗЧ нА  дыстрыбутыўнасць у дачы-

ненні да сумылікаў.
Розніцай дзвюх матрыц А --[а.] і ВЕ-[Ь.] адполькава-

га памеру т Х п назавем матрыцу Сз-[с.] такога ж паме-

ру, якая атрымліваецца паводле правіла

СЬЛЗЦ- 18. (2.4)

Для абазначэння розніцы матрыц натуральна ўжываць
запіс А -- В. З роўнасцяў (2.4), (2.3) і (2.2) вынікае, што
кожныэлемент матрыцы А8 ёсць розніца адпаведных
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элементаў матрыц А і В: су--аў--Ь, із І, т, ўза п.
8”. Множанне матрыц. Для азначэння здабытку мат-

рыц нам спатрэбіцца паняцце ўзгодненых матрыц. Мат-
рыцы А і В называюцца ўзгодненымі, калі колькасць
слупкоў матрыцы А роўная колькасці радкоў матры-
цы 8. Лёгка заўважыць, што ўсякія квадратныя матры-
цы аднолькавага парадку ўзгоднены адна з другой.

Здабыткам АВ матрыц А-Да,], із» І, т, Вэ І, п,

і ВЕЕЗ 1, л, ўз5 І, р, называецца матрыца С [с.];

із 1, т, із І, р, кожны элемент су якой ёсць сума

папарных здабыткаў адпаведных элементаў і-га радка
матрыцыА і ў-га слупка матрыцы 8:

сусеЯваб і І, т, із І, В. (2.5)

дет

Такім чынам, СЬАВ.
Акцэнтуем увагу на тым, што азначэнне здабытку

матрыц пададзена для дзвюх узгодненых матрыц: матры-
цы А памеру пХл і В памеру пХр. У выніку атрымлі-
ваем матрыцу С памеру тХр.

У якасці прыклада знаходжання здабытку пададзім
наступны:

М “ І. бі У я

а выі[бы б» бэз

нБабы ацбьта,» ацэа

аціарба абора» аабізТ а»бз

Калі матрыца А узгоднена з матрыцай В, а матрыца
В з матрыцай С, то ў якасці здабытку трох матрыц А, В,
С мы азначаем матрыцу, якая атрымліваецца пасля-
доўным множаннем дадзеных матрыц: АВСЬ(АВ)С.
Аналагічна азначаецца здабытак ў узгодненых матрыц
(3).

Для множання матрыц характэрны наступныя ўласці-
васці:

1) ХКАВ)--(хА)ВА А(лВ), хе К;
2) (АВ)УС-- А(ВС) -- асацыятыўнасць;
3) (А--ВУСЬАСВС, А(ВА-С)ЬАВА-АС- дыс-

трыбутыўнасць у дачыненні да сумы матрыц.
О Першая і трэцяя ўласцівасці непасрэдна выні-
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каюць з азначэння аперацыі множання матрыцына лік,

складання і множання матрыц. Дакажам асацыятыў-

насць. Няхай А [аў], В [8] СЬ[сь]; дзе і 1, т;

(51 пікі, р 1-- 1; г. Тады для элемента 4; матры-

цы (ДВ)С, на падставе (2.5), маем роўнасць

Р п

аз Ў 5 ар, Сы.
ВЫ

Улічваючы правілы дзеянняў са знакам 5, можам

запісаць

Во п по р

аз Ў Хабьсы Ж Ж абы.
Вы ]21 ГАЗ ЕЗІ ,

ці, тое сама,

п Р

бу-- Жаў Бе]. (2.6)
Га -

Згодна з формулай (2.5), сума (2.6) вызначае элемент а;
 

матрыцы А(ВС). Паколькі 4гггаў, із І, т, 1-1, г,

роўнасць (АВ)С--А(ВС) праўдзіцца. Юі
Па аналогіі з уласцівасцямі аперацыйз лікамі, трэба

высветліць пытанне камутатыўнасці здабытку матрыц.

Перш за ўсё заўважым, што існаванне здабытку АВ не

гарантуе, што можна знайсці здабытак ВА. Абодва

здабыткі АВ і ВА вызначанытолькі ў тым выпадку, калі

колькасць слупкоў матрыцы А супадае з колькасцю
радкоў матрыцы В, а колькасць слупкоў матрыцыВ су-
падае з колькасцю радкоў матрыцыА. У выніку мно-

жання абедзве матрыцы АВ і ВА атрымліваюцца квад-
ратнымі, аднак у агульным выпадку іх парадкі бываюць

рознымі. Упэўніцца ў гэтым можна на прыкладзе матрыц

ба бу
аі аг аз .

Асхззе , ВЕы Б],
а; аю» аз

б бэ»

для якіх АВ ёсць квадратная матрыца другога парадку,
а ВА--трэцяга парадку.

Відавочна, што абодва здабыткі АВ і ВА вызначаны
і маюць аднолькавыя парадкі толькі тады, калі А і В
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з'яўляюцца квадратнымі матрыцамі аднаго і таго ж па-
радку. Аднак гэта яшчэ не гарантуе, што здабытку
квадратных матрыц уласціва камутатыўнасць. Можна
прывесці просты прыклад, калі гэта не выконваецца.

Сапраўды, для матрыц .

рар
У выніку множання маем

Ава [Ў 9. ва? Ў].

0 0 0 6 “

Разам з тым, можна вылучыць важны выпадак, калі
для здабытку выконваецца камутатыўнасць. Гэта адбы-
ваецца пры множанні ўсякай квадратнай матрыцыА,
і дыяганальнай Р), у якой усе дыяганальныя элементы
ёсць роўныялікі (8:4»... 4,4). Пакажамгэта.
Абазначым праз б; і б;; элементы,якія стаяць на пера-
крыжаванні і-га радка і ў/-га слупка матрыц АР і РА
адпаведна. На падставе формулы (2.5) маем

Бузгага сгаа; (2.7)

пры ўсіх й, ў (і1, п, ў 1, п), адкуль атрымаем
АРр- РА.

Няцяжка пераканацца ў справядлівасці роўнасцяў

АЕАБА-А, АО-ОА-О. (2.8)

Формулы(2.8) паказваюць, што пры множанні мат-
рыц адзінкавая матрыца Ё і нулявая О выконваюць
тыя ж ролі, што лікі І і 0 пры множанні рэчаісных

лікаў.
Заўважым яшчэ, што ў адрозненне ад лікаў здабытак

дзвюх ненулявых матрыц можа даць нулявую матрыцу.

Раім чытачу самастойна пераканацца ў гэтым, знайшоўшы здабы-

так АВ для матрыц

а -іІ

А-[ Га] во[8 --2].
4 Зі

49. Транспанаванне матрыц. Няхай зададзена матры-

ца А памеру пХл у выглядзе (2.1). Кожны яе радок

заменім яе слупком з тым жа нумарам. Атрымаем
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матрыцу памеру пХ т, якая называецца транспанаванай

да дадзенай; яе абазначаюць А":

ші 8“ бн

Ата а б» “" 8

а, ай” Ат

Аперацыя знаходжання матрыцы АТ” называецца

транспанаваннем матрыцы. Для яе справядлівыя наступ-

ныя ўласцівасці:

1) (А-А;
2) (адулА";
3) (АД ВУ-А'-- В”, дзе матрыцы А, В маюць ад-

нолькавы памер; "
4) (АВУ--В'А”, дзе матрыца А узгоднена з матры-

цай В.
О У праўдзівасці роўнасцяў 1--3 можна лёгка пера-

канацца, зыходзячы з азначэння аперацый складайня

матрыц, множання на лік, транспанавання.
Дакажам чацвёртую ўласцівасць. Няхай зададзены

АДі ВАВ,у. Відавочна, што мае сэнс здабытак

ВТАТ, бо матрыца 8памеру ІХ. л узгоднена з матрыцай А"
памеру пХт. Пакажам, што матрыцы (АВ)і В'А"
маюць аднолькавыя памерыі іх адпаведныя элементы

роўныя. Здабытак АВ ёсць матрыца памеру т Х І, зна-

чыць, (ДВ)-- матрыца памеру іХ т. Матрыца В'А"
таксама мае памер іХ т. а

Няхай аў, б. сі ёсць адпаведна злементы матрыц А, В,

АВ, якія стаяць у і-м радку і ў ]-м слупку: аў бі бі--
элементы матрыц А”, В”, (АВ). Згодна з азначэннем

транспанавання, маем: :
0. 0. гдазва, буза Бы баб.

Грунтуючыся на азначэнні здабытку матрыц, для

элемента с, (ёзе І, І, ўз І, т) матрыцы (АВ) атрым-

ліваем:
п п я
ч

суст буле абрыс» У аі а “ Бак. (2.9)

! зі Е-1 Е-1

Апошні выраз у роўнасці(2.9) уяўляе суму здабыткаў
элементаў і-га радка матрыцы 8В' і адпаведных эле-

ментаў /-га слупка матрыцы А”. Мыпаказалі, што на

адпаведных месцах матрыц (АВ) і В'4” знаходзяцца
роўныя элементы. Ю

й
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Для здабытку трох матрыц маем:

(АВСУ(АВС)С(АВу)АСЦВ'АСТВА".

Па аналогіі для п матрыцавых множнікаў праўдзівая

роўнасць

(ААА.АТАТа-1" САЗАГ,

у чым можна пераканацца з дапамогаю метаду матэма-
тычнай індукцыі.

На дакончанне адзначым яшчэ той факт, што для
сіметрычнай матрыцы А выконваецца А'--А. Матрыцу
В, для якой В'-- -- В, назавем косасіметрычнай. Лёгка
заўважыць, што ў косасіметрычнай матрыцы ўсе эле-
менты галоўнай дыяганалі ёсць нулі.

У якасці прыкладаў такіх матрыц можна падаць наступныя:

з 2 -.5 0 1 --9
лі 91 0[-аў ва[-і 0 Д--8..
5 0 0-4 а -4 0

Заўвага 2.І. У дадзеным параграфе мы разглядалі паняцце
лікавай матрыцы. Можна азначыць таксама матрыцу як табліцу,
Элементамі якой з'яўляюцца функцыі. Правілыдзеянняў з функцыйны-
мі матрыцамі застаюцца такімі ж, як і з лікавымі. У межах нашага
падручніка будуць разглядацца, як правіла, лікавыя матрыцы, якія мы
будзем называць проста матрыцамі.

2.2. ВЫЗНАЧНІКІ ДРУГОГА І ТРЭЦЯГА ПАРАДКАЎ

Паняцце вызначнікаў другога і трэцяга парадкаў.

Паводле пэўнага правіла кожнай квадратнай матрыцы

А можна паставіць у адпаведнасць лік, які называецца

вызначнікам і абазначаецца ІА]. У гэтым параграфе

разгледзім вызначнікі для матрыц парадкаў І, 2, З.
Калі парадак матрыцы А роўны адзінцы, то яна

складаецца з адзінага элемента а]. Вызначнікам перша-

га парадку, які адпавядае матрыцы А--[аі;], назавем

лік 41: А] За).
Для квадратнай матрыцы

с, аз
Д , (2.10)

аз а»

вызначнікам другога парадку назавем лік, які роўны

розніцы здабыткаў элементаў галоўнай дыяганалі і па-

бочнай:

бі



«е

ІА аца»-май. " (2.1)

Відавочна, што паводле азначэння (2.11) матрыцы

(2.10) адпавядае адзіны лік [4].
Акрамя абазначэння вызначніка ІА], будзем ужываць

таксама абазначэнне, якое аналагічнае абазначэнню

матрыцыз заменай квадратных дужак на прамыярыскі:

аў вэ
ІА

а а,

У далейшым мыбудзем называць элементамі, радка-

мі і слупкамі менавіта тыя элементы вызначніка ІА]

адвольнага парадку; якія стаяць на тым жа месцы, што

і адпаведныя элементы, радкі і слупкі матрыцыА.

Абапіраючыся на азначэнне (2.11), мы можам, у сваю
чаргу, азначыць паняцце вызначиіка для матрыцы

аі ёю «з

АБ Іа, а» азі. (2.12)

аз ёр Озз

Вызначнікам трэцяга парадку назавем лік, які вызна-

чаецца роўнасцю:

а; аг віз
а» аз аз аз -

аз 8 аза, га нн
ар аз аз; аз

аз ёр з

аз а»
Ч-аз . (2.13)

аі в»

Заўважым, што для вылічэння вызначніка трэцяга
парадку скарыстоўваюць алгебраічную суму здабыткаў
элементаў першага радка і вызначнікаў другога парадку
з элементаў другога і трэцяга радкоў. Для элемента а];
адпаведны вызначнік другога парадку, які ўваходзіць
у азначэнне (2.13), утвараюць тыя элементы другога
і трэцяга радкоў, што не стаяць у першым слупку, для
элемента аўь--тыя, што не стаяць у другім слупку
(якому належыць а), для аз -- што не стаяць у трэцім
слупку.

Такім чынам, грунтуючыся на роўнасці (2.13), кожнай
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матрыцы А трэцяга парадку пастаўлены ў адпаведнасць
адзіны лік [А].

Роўнасць(2.11), якая азначае [А] для матрыцыдру-
гога парадку, можна аналагічна трактаваць як алгеб-
раічную суму здабыткаў элементаў першага радка
і вызначнікаў першага парадку з элементаў другога
радка.

Менавіта такое азначэнне вызначнікаў для матрыц А,
пры п-2, З забяспечвае адзіны падыход да вылічэння
вызначнікаў і дазволіць у далейшым абагульніць яго на
выпадак квадратных матрыц адвольнага парадку
п, паь.

Скарыстоўваючыроўнасць (2.1), азначэнне вызнач-
ніка трэцяга парадку (2.13) можна запісаць у іншым
выглядзе:

аз бё» Фёіз

аз б» б]ацаТ81г0з83; К 8138а--
Хх

аз бр бзз

-- 8118-3832 - 8іамазз - б1382283]- (2.14)

«Звернем увагу на тое, што кожныскладнік алгебраіч-
най сумы (2.14) мае ў якасці множніка адзін і толькі
адзін элемент з кожнага радка і кожнага слупка. Пры

гэтым у суму“ўваходзяць усе магчымыя камбінацыітакіх

здабыткаў. Аналагічная сітуацыя назіраецца ў вызначні-

ка другога парадку.

Адзначым, што замест слова «вызначнік» можна
ўжываць слова. «дэтэрмінант», якое знаходзіцца ў адпа-

веднасці з лацінскім тэрмінам, замацаваным за па-
няццем вызначніка. Дапускаюцца таксама, разам з па-
дадзенымі 'абазначэннямі вызначніка, і іншыя запісы,

напрыклад «еі ці А.

29. Уласцівасці вызначнікаў. Сфармулюем шэраг улас-

цівасцяў, якія характэрныя для вызначнікаў другога

і трэцяга парадкаў (вызначнік першага парадку разгля-

даць далей не будзем з прычыны яго элементарнасці,

паколькі ён адразу азначаецца як велічыня адзінага

ліку, які змяшчае матрыца А.). Доказ ніжэй пададзеных

“сцверджанняў здзейснім для вызначнікаў трэцяга парад-

ку (для другога парадку яны даказваюцца аналагічна

і больш проста).
І. У выніку транспанавання матрыцы А яе вызначнік

не мяняецца: ІА'1 ІА].
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Ю Для матрыцы А”, атрыманай у выніку транспана-

вання матрыцы (2.12), маем, згодна з роўнасцю (2.13),

ёі адн ёз

ІА] Га» а» аэ]-аі(амазз- аззаз2)-

аз адз Фбзз

г ва(аразз-- а13а32) Т азазаза).

У правай частцы апошняй роўнасці стаіць той жалік,

што і ў роўнасці(2.14), у чым можна пераканацца,калі

апусціць дужкі і скарыстаць камутатыўнасць множання

лікаў. ЕЮ

Заўвага 9.9. На падставе першай уласцівасці прыходзім да

высновы, што радкіі слупкі вызначніка раўнапраўныя. З гэтай прычы-

ны далейшыя ўласцівасці сфармулюем і дакажам толькі для радкоў

вызначніка і будзем мець на ўвазе, што яны праўдзяццаі для слупкоў.

9. У выніку перастановыдвух радкоў знак вызначніка

мяняецца на процілеглы.

О Разгледзім выпадак, калі першыі другі радкі

вызначніка матрыцы (2.12) памяняліся месцамі:

а а» аз

а; а» азі ацамаз--азаз)--

аз аз ёзз

г а(ацазз-- вуз)Ў(аца-- 81819) 75

за (8114:28з-К 8128:за3; Б аг а32813) Г.ваза

.. .-аіаыазГ ёззазайц.

Няцяжка заўважыць, калі параўнаць апошнюю роўнасць

з роўнасцю (2.14), што ў дадзеным выпадку ўласцівасць
даказана. Пры перастанове іншых радкоў вызначніка

сцверджанне даказваецца аналагічна. В

З. Калі ўсе элементы некаторага радка вызначніка

роўныя нулю, то і сам вызначнік роўны нулю.
С, Уласцівасць праўдзіцца з прычыны таго, што

ў кожны складнік алгебраічнай сумы(2.14) уваходзяць

у якасці множніка па адным элеменце з кожнага

радка. 9
4. Вызначнік з двума аднолькавымі радкамі роўны

нулю.
СО Няхай зададзены вызначнік ёсць А. Памяняем
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месцамі два яго аднолькавыя радкі. З аднаго боку,

атрымаем усё той жа вызначнік А. З другога боку,

грунтуючыся на ўласцівасці 2, будзем мець вызначнік

--Д. Атрыманая роўнасць Дз --Д магчымая толькі

ў выпадку Д--0.
5. Супольны множнік усіх элементаў радка можна

вылучыць за знак вызначніка.
С Сапраўды, карыстаючыся формулай (2.4), маем

аі б» ёі

Каз ба» Каз]--аі(Ва»)азКабаз)Б

аі ар аз

Зац(ёам)а»- ац(ваэдазі - а(Ках)азз- а(Ёасз)азэЗ

з І(а114:2833-Е 81282383; К 813за21832 -- 813822831 --

аі (ас із

- арэазцазз-- ацаззазэ “2 Ё аг ас аз].

а ар» з

Уласцівасць даказана для другога радка вызначніка,

аналагічна даказваецца для першага і трэцяга

радкоў. Юі
б. Вызначнік з двума прапарцыйнымі радкамі роўны

нулю.
С Сапраўды,калі аз 22 Казі, 4225 Ваз», 8232 Ёазз, ге К,

В-Ё0, то на падставе ўласцівасці 5 каэфіцыент прапар-

цыйнасці 2 можна вынесці за знак вызначніка. Гэта

прыводзіць да вызначніка, які роўны нулю, паколькі

ён мае роўныя радкі (другі і трэці). Дадзеная ўласці-

васць даказваецца аналагічна, калі прапарцыйныя

іншыя радкі. Ю

7. Няхай кожныэлементі-га радка (і-- 1, 2, 3) вызнач-

ніка А ёсць сума двух лікаў. Тады А роўны суме двух

вызначнікаў, такіх, што і-ы радок першага з іх утвараюць

першыя складнікі, а другога -- другія складнікі сумы;

астатнія радкі вызначнікаў аднолькавыя.

0 Не абмяжоўваючы агульнасці, доказ здзейснім на

прыкладзе трэцяга радка. Скарыстаем формулу (2.14);

а. аі» аз

аж а» аз аааззУаз)

аз, юн аз аб»ўа» азТаз

З В. Русак і інш.
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Зарас(аз, Т аз) аізаь(аз» Ў. 82) -- аца(аз аз») --

-аьа(а- 033) -- аза(аз, Ў 851);

Ё(а1агаззТ б128:383; Г. 8138:18432 -- 8118423832--

- аізааазз- 8342831) У (811822833 Б 812823031

З аізадаз»- ацагзаз»-- ага833- 8138:2831)

аі аз; аз аў, ас; ёі

за е» аз] [аны а» аз
7 7 7

бі ёр аз аз а» вёз

Заўвага 2.3. Апошнюю ўласцівасць можна абагульніць на
выпадак, калі кожны элемент і-га радка (і--1, 2, 3) вызначніка ёсць
лінейная камбінацыя К складнікаў (2222) з аднымі і тымі ж лікавымі
множнікамі Ау, А», ..., А

8. Вызначнік не зменіцца, калі да элементаў некатора-
га радка дадаць адпаведныя элементы іншага радка,
якія папярэдне памножаны на адзін і той жа лік.
С Няхай, напрыклад, да элементаў трэцяга радка

вызначніка (2.13) дадаюцца элементыдругога, памножа-
ныя на лік Л. Тады на аснове ўласцівасцяў 7, 5, 4 маем:

а); аі біз а; вёз аз

а а» а ге [ап а» ваз[І--

а-а аМы азлаз аз б дз

а. со баз] Дап ае аз

Май ва» вазіЬ[аы а» аз] д

аў а» аз бух бзэ дз

2.3. ВЫЗНАЧНІКІ п-га ПАРАДКУ

1”. Паняццевызначніка л-га парадку. Няхай зададзе-
на адвольная квадратная матрыца парадку л, па:

аў] аз... 6,

а»; а» ““. а,
АЗ , ўе Е, і, і5І, п. (2.15)

бб



У папярэднім параграфе для матрыц другога і трэця-
га парадкаў азначаны адпаведна вызначнікі другога
і трэцяга парадкаў. Пры гэтым азначэнне вызначніка
трэцяга парадку грунтавалася на азначэнні вызначніка
другога парадку. Абагульнім гэта паняцце на выпадак
квадратнай матрыцы(2.15) адвольнага парадкуп, п2г2,
для чаго скарыстаем рэкурэнтны спосаб азначэння:
будзем лічыць, што намі ўжо азначана паняцце вызначні-

ка парадку п--І і на яго аснове азначым вызначнік
парадку п.

Вызначнік М; парадку п-- І, які адпавядае матрыцы,
што атрымліваецца з матрыцы(2.15) у выніку выкрэслі-
вання яе і-га радка і /-га слупка, назавем мінорам

элементааі, і, ўз5 І, п. Паняцце мінора, якое (заўважым

яшчэ раз!) лічым азначаным як вызначнік парадку 2-1,

мыістотна скарыстаем прыазначэннівызначніка парад-

“ку п.

Азначэнне 9.2, Вызначнікам ці дэтэрмінантам парад-

ку п, які адпавядае матрыцы (2.15), называецца лік

ац; а» МЫ а

аз а»... а ў ў2] Мэ? з [--Б(- ІМаМ. (2.16)
аа і

а аэ .-- би

Па формуле (2.16) вызначнік парадкуп азначаецца як

лік, які роўны алгебраічнай суме здабыткаў элементаў

першага радка і адпаведных ім мінораў. Формула

(2.16) называецца раскладам вызначніка па элементах

першага радка, а працэс выяўлення вызначніка ў выгля-

дзе сумы(2.16) называецца раскладаннем вызначніка па

элементах першага радка.

Вызначнік парадку п, які адпавядае матрыцы (2.15),

абазначаецца таксама [А], «еіА, А.

Калі п--9, то роўнасць (2.16) раўназначная роўнасці

(2.11). Сапраўды, элементам а); і а6ь матрыцы другога

парадку (2.10) (якая з'яўляецца прыватным выпадкам

“матрыцы(2.15) пры 722) адпавядаюць міноры Муза»

і Муза. З улікам гэтага правая частка формулы

(2.16) набывае выгляд правай часткі роўнасці (2.11).

Відавочна, што для п--З формула (2.16) пераўтва-

раецца ў формулу(2.13). Аналагічна шукаюць вызначнік

чацвёртага парадку: спачатку яго раскладаюць па эле-
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ментах першага радка і атрымліваюць у якасці множні-

каў вызначнікі трэцяга парадку, а затым ад кожнага з іх

здзяйсняюць пераход да вызначнікаў другога парадку,

якія вылічаюць па формуле (2.11). Гэтак жа для вызнач-

ніка А адвольнага парадку л: ён выражаецца спачатку

праз вызначнікі Мін із І, п, парадку п--1, затым усе

п вызначнікаў М.і, выражаюццапраз вызначнікі (п--2)-га

парадку і так далей, пакуль сума А будзе змяшчаць

вызначнікі другога парадку, якія лёгка вылічыць.

Карыстаючыся азначэннем 2.2, можна лёгка пака-

заць, што вызначнік, які адпавядае трохвугольнай мат-

рыцы (трохвугольны вызначнік), роўны здабытку эле-

ментаў, што стаяць на галоўнай дыяганалі. Разгледзім,

напрыклад, вызначнік, у якога нулі стаяць над галоўнай

дыяганаллю:

а, 0 0 ... 0
а» 0 ... 0

аў а» 0 ... 0
0

я аз аз
адз аб 83... 0 [зац зы

аг аз. ап

а, ас» дз --- а,,

аз 0 ... 0

зе аца аа
аца»бла.

аз аа... ай

Аналагічна да здабытку элементаў галоўнай дыяга-

налі прыйдзем, калі будзем вылічаць дыяганальны вы-

значнік. У прыватнасці, для адзінкавай матрыцы Е ах-

рымліваем «еі Е- І.
Абазначым надалей А--ЧеіА, дзе матрыца А зада-

дзена ў выглядзе (2.15).
Формулай (2.16) мы азначылі вызначнік парадку л,

п2»9, як расклад па элементах першага радка. Нату-

ральна ўзнікае пытанне, ці можна скарыстаць для вылі-

чэння вызначніка расклад па элементах іншага радка ці

слупка. Часткова адказ на гэтае пытанне дае
Лема 2.1. Для кожнага вызначніка А парадку п, п2гд,

справядлівы расклад па першым слупку:
п

да Ў(- ІпаМ. (2.17)
ёі

Ю Доказ ажыццявім на падставе метаду матэма-
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тычнай індукцыі. Лёгка заўважыць, што роўнасць
(2.17) праўдзіцца для вызначнікаў другога парадку.
Будзем лічыць, што формула (2.17) мае месца для вы-
значнікаў парадку п--1, дакажам яе для вызначнікаў
парадку л. Для гэтага скарыстаем формулу(2.16) і вылу-
чым у ёй першы складнік сумы:

бацЕС“ацму, (2.18)

Вызначнік М.і, які ўваходзіць у суму (2.18), мае

парадак п- І, значыць, для яго расклад па першым
слупку справядлівы паводле індуктыўнага пагаднення.

Пры гэтым першы слупок мінора М.) ўз 2, п, змяшчае

ўсе элементы" першага слупка вызначніка А, акрамя

элемента аі]. Улічым таксама тое, што пад нумарам

і--1 вызначнік М:; мае і-ы радок вызначніка А.

На падставе сказанага маем для адвольнага /222

Муж Ў(- Гуаа(М.і, (2.19)

дзе мінор (М. Ра ёсць вызначнік парадку п--Э, які атрым-

ліваецца з М.; у выніку выкрэслівання (4);га радка

і І-га слупка."3 першапачатковага вызначніка Д мінор

(М.а атрымліваецца ў выніку выкрэслівання 1-га, і-га

радкоў, а таксама І-га, /-га слупкоў:

ан Газ “ау Іа Тац.
[аз ]а» ...а;- а [ана
 

 

  
(М.а н:

 

 

З улікам формулы(2.19) запіс (2.18) набывае выгляд

ДаўМуз Я і ІТа; 2(- грам].
12 і

На падставе ўласцівасцяў сумы зменім парадак пад-

сумоўвання, улічыўшы пры гэтым, што множнік, які не

залежыць ад індэкса сумавання, можна заносіць "пад

знак сумы і выносіць з-пад яго:
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дамы ў(-УПааМіа
фэ 142

задМуч- ЫІ -- ІТ'ады- Гуа(М.а. (2.21)

Разгледзім цяпер міноры М, дзе і22 2. Раскладзем іх

па першым радку, грунтуючыся на формуле (2.16). Пры

гэтым захаваем тую нумараццю, якую мелі радкіі слупкі

ў зыходным вызначніку А. Атрымаем

Міс ж-І Уаі(Ма)і. (2.22)
і

Параўноўваючы мінор (Ма); з мінорам (Мі), пададзе-
ным у роўнасці (2.20), прыходзім да высновы, што

(Мадуэа(Міда- (2.23)

Улічваючы формулы(2.21) -- (2.23), атрымліваем:

АраМі2(-ІЎЧааМа зе Ў(- ІўНаМ. е
21

29. Уласцівасці вызначнікаў. У папярэднім параграфе

разгледжаны ўласцівасці вызначнікаў другога і трэцяга

парадкаў. Абагульнім іх на выпадак вызначніка адволь-

нага парадку п, пЗ.
. Уласцівасць раўнапраўных радкоў і слупкоў.

У выніяу транспанавання матрыцы яе вызначнік не
мяняецца.
С Дакажам гэтае сцверджанне па індукцыі. Відавоч-

на, што для матрыц другога парадку яно праўдзіцца.
Дапусцім, што ўласцівасць раўнапраўнасці радкоў

і слупкоў мае месца для матрыц парадку г- І, і пака-

жам, што гэта справядліва і для матрыц парадку "т.

Няхай А., ўз5 І, п, -- матрыца, якая атрымліваецца

з зыходнай матрыцы А :-Д[а.], і, ўз2 І, п, пасля выкрэслі-

вання першага радка і ў-га слупка, 8.) -- матрыца, якая

атрымліваецца з 4"--[5;], /, ізз І,п, пасля выкрэслі-
вання ў-га радка і першага слупка. Матрыцы А4:; і Ве
маюць парадак п-і і, як няцяжка заўважыць,
Аза Ві. Паколькі паводле індуктыўнага пагаднення
едФі (41) маем Феі А) Чеі В. Апошняя роў-

насць азначае, што кожны мінор элемента ёр 1 І,п,
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матрыцы А роўны адпаведнаму мінору элемента б,
; аа Т ;
і: І, п, матрыцыА”. Акрамя гэтага, з азначэння апера-

цыі транспанавання матрыц маем 4155 6), і

Т,

п. Усё

сказанае прыводзіць да высновы, што расклад «еі А па

першым радку супадае з раскладам Феб А” па першым

слупку. ЮІ
На аснове першай уласцівасці ўсе далейшыя сцвер-

джанні сфармулюем толькі для радкоў і будзем мець на

ўвазе, што яны праўдзяцца і для слупкоў.

7.9. Уласцівасць антысіметрыі пры перастанове двух

радкоў. Пры перастанове месцамі двух радкоў вызначнік

захоўвае сваю абсалютную велічыню, але мяняе знак на

процілеглы.
С] Дакажам уласцівасць метадам матэматычнай ін-

дукцыі спачатку для двух суседніх радкоў. Для вызначні-

каў другога парадку: ўласцівасць лёгка правяраецца

непасрэдна. Лічым, што яна мае месца для вызначнікаў

парадку п- І, і дакажам яе для вызначнікаў парадкут.

НяхайЕ, ё4- 1 -- нумары радкоў вызначніка А парад-

ку п, якія перастаўляюць. Скарыстаем формулу (2.17) і

запішам расклад вызначніка А па першым слупку, пры

гэтым вылучым за знак сумы тыя два складнікі, якія

адпавядаюць радкам з нумарамі й і Ё--1:

д(- І'аьМыСІ)Та,к: Мадаі

Ж (-І УТ'аМа.

ыа

Няхай А” -- той вызначнік, які атрыманыз А у выніку

перастановы«-га і (ЕЗ 1)-га радкоў. На падставе форму-

лы (2.17) для яго маем

АІРаМаІ)ТаМаі
п

і--1

ФЕ (І)аа, (2.24)
А
ЕЬЬЫІ

дзе М.,- мінор элемента аў, із І, п, вызначніка А.

Міноры Му, М, маюць парадак п--І. Калі ізёЕ,

ізЕЕ--І, то яны змяшчаюць й-ыі (2З-1)-ы радкі, якія

перастаўляюцца. Значыць, паводле індуктыўнай згоды

Мае - Ма, ізЕЕ, КЗ-1І. ;

Заўважым, што ё-ы радок вызначніка А утвараюць

тыя ж элементы, што і (Ё-- І)-ы радок вызначніка А”,

а (К-- 1)-ы радок вызначніка А -- тыя ж, што і К-ы радок
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вызначніка А”. З гэтай прычыны МузМ, Мега Мы.

Улічваючы пададзеныя стасункі для мінораў, роўнасць

(2.24) можна запісаць у выглядзе

Д-(- І)а,МаС"ПадМы
п

-» (ІТ'адМа.

НА

Гэта і азначае, што вызначнікі Л і А” адрозніваюцца

толькі знакамі.
Няхай цяпер у вызначніку А перастаўляюцца несу-

седнія радкі з нумарамі Ё і т (Е«-т). Тады колькасць

радкоў, якія знаходзяцца паміж Я-м і т-м радкамі, ёсць

т--8--]1. Перастанову /-га і т-га радкоў здзейснім,
перастаўляючы паслядоўна толькі суседнія радкі. Спа-

чатку мы перастаўляем т-ы радок па чарзе з т-Ё
радкамі, што стаяць над ім, пакуль т-ы радок зойме

месца х-га радка. Затым х-ы радок апускаем на месца
т-га радка, для чаго мяняем яго з т--ё--1 радкамі.
Агульная колькасць перастаноў суседніх радкоў ёсць

Дт--8)-1. Кожная такая перастанова мяняе знак
вызначніка на процілеглы. Паколькі іх здзяйсняецца

няцотная колькасць, вызначнік у выніку зменіць свой

знак. ,
Дзеля далейшага разгляду ўласцівасцяў вызначніка

п-га парадку нам спатрэбяцца наступныя дзве тэарэмы.
Тэарэма 2.1. Для кожнага вызначніка А парадкуп,

пуе?, справядлівы расклад па адвольным яго радку:

п

д Ў(-І)НаўМь і п. (2.25)
4

ОЮ Калі і--І, то формула (2.25) набывае выгляд
формулы(2.16), якая ляжыць у аснове азначэння вызнач-
ніка, Разгледзім адвольны і-ы радок (і222) вызначні-
ка Л. Пераставім яго на месца першага радкатак, каб не
змяніць чаргаванне ўсіх астатніх радкоў. Колькасць
радкоў, што стаяць вышэй і-га радка, ёсць і-- І. Пераста-
вім і-ы радок паслядоўна з кожным з іх. У выніку атры-
маем вызначнік А”, прычым на падставе ўласцівасці
антысіметрыі маем Д--(-- 1)7'А”, Раскладзем вызначнік
А” па першым радку (фактычна, па элементах і-га радка.
вызначніка А). Атрымаем

д-У Ў (І)Нам),
(2 :
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дзе М; -- мінор, утворанызД” пасля выкрэсліванняІ-га
радка і ў-га слупка. Інакш кажучы, Хі; атрымліваецца
ў выніку выкрэслівання з вызначніка А і-га радкаі ў-га
слупка. З гэтай прычыны М.і: М.што і прыводзіць да
формулы (2.25). Б

Аналагічна даказваецца
Тэарэма 2.2. Для кожнага вызначніка А парадку п,

пед, справядлівы расклад па адвольным яго слупку:
п

ДЎЎ“адМу, (Б І, п. (2.26)
г:

Заўважым, што формула (2.17) з'яўляецца прыватным
выпадкам формулы (2.26) пры /3;-І.

Засяродзім увагу на тым, што ў формуле (2:25) фікса-
ваным з'яўляецца нумар ё радка, а ў формуле (2.26) -

нумар ў слупка. Гэтыядзве роўнасці называюцца форму-

ламі Ляпляса“, яны маюць шырокія дастасаванні пры
вылічэнні вызначнікаў. Асабліва карысна скарыстоўваць

расклад па тых радках (ці слупках) вызначніка, многія
элементыякіх роўныя нулю. У прыватнасці, калі якісьці

радок мае толькі адзін ненулявы элемент, то формула

раскладу вызначніка менавіта па гэтым радку будзе

мець толькі адзін складнік. У такім разе вылічэнне

вызначніка п-га парадку адразу зводзіцца да вылічэння
вызначніка (п-- 1)-га парадку (гэта значыць, мінора,які

прысутнічае ў адзіным ненулявым складніку). Гэтым

спосабам мы ўжо карысталіся вышэй пры вылічэнні

трохвугольнага вызначніка з нулямі над галоўнай дыяга-

наллю, калі раскладвалі яго па першым слупку. Пры

вылічэнні трохвугольнага вызначніка з нулямі пад галоў-

най дыяганаллю мэтазгодна раскладваць яго па першым

радку.
Працягнем вывучэнне ўласцівасцяў вызначнікаў.

Будзем лічыць, што некаторы радок аі, а» “..., а,

вызначніка А ёсць лінейная камбінацыя / яго радкоў б),

Б», ..., ба Сь С... блі... 81, Я»,..., а, калі для кожнага /,

і22 І, п, выконваецца роўнасць

аза»Т... До» , (2.27)

дзе ау, б»,..., вес В;1, п-і.

“ Ляпляс П'ер Сымон (І.аріасе Ріегге 5ітоп, 1749--1827) -- фран-

цузскі астраном, матэматык, фізік.
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3. Лінейная ўласцівасць вызначніка. Няхай для эле-

ментаў і-га радка (із- І, п) вызначніка А выконваецца

роўнасць (2.27). Тады

дЗ аА. З аа. ЧЕ... Зад, (2.28)

дзе А, -- вызначнік, у якога і-ы радок ёсць б), Б», ..., ВА,

мае і-м радком лікіс), С» ...., С.;...; Ак -- лікі а),а»...,а;

усе астатнія радкі вызначнікаў А, А», ..., Л, такія ж,

як у А.
О Скарыстаем формулу (2.25) і раскладзем кожны

вызначнік А, А), А»,..., А, па і-м радку. Заўважым, што ва

ўсіх гэтых вызначніках міноры М; элементаў і-га радка

аднолькавыя. Паколькі для элементаў і-га радка вызнач-

ніка А мае месца роўнасць (2.27), то

Д Х(- 17(а5З аесі-Ь... Зай)Му
ін

2 аЎ(ЎНЫМЗра» К СІўНМ...
11 пры

п

Ба, 2(- ГаМ.
4-4

адкуль і вынікае формула (2.28). М
Даказаныя тры ўласцівасці вызначніка з'яўляюцца

асноўнымі ўласцівасцямі, якія характарызуюць яго сут-

насць. Пададзім наступныя пяць уласцівасцяў, што выні-

каюцьз іх.
Вынік І. Вызначнік з двума аднолькавымі радкамі

роўны нулю.
С На самай справе, пры перастанове двух аднолька-

вых радкоў вызначнік А, з аднаго боку, не мяняецца,

а з другога (на аснове ўласцівасці 2) ён роўны --4.Гэта
магчыма толькі пры А50.

Вынік 2. Супольны множнік усіх элементаў некатора-
га радка можна вылучыць за знак вызначніка,

ОЮ Сцверджанне атрымліваем з лінейнасці вызнач-
ніка (уласцівасць 3) пры ўмове, што аг224325...з5
а,0. 8

Вынік З. Калі ўсе элементы некаторага радка роўныя
нулю, то і сам вызначнік роўны нулю.

С] Гэтая ўласцівасць вынікае з папярэдняга сцвер-
джання, калі лічыць, што ўсе элементы гэтага радка
памножаны на нуль, які можна вылучыць за знак вы-

значніка.
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Вынік 4. Калі ўсе элементы двух радкоў вызнач-

ніка адпаведна прапарцыйныя, то вызначнік роўны

нулю.
С] Сапраўды, на падставе выніку 2 каэфіцыент пра-

парцыйнасці можна вылучыцьза знак вызначніка, пасля
чаго вызначнік будзе мець два аднолькавыярадкі, а зна-

чыць, згодна з вынікам І, ён роўны нулю.

Вынік 5. Калі да элементаў некаторага радка вызнач-

ніка дадаць адпаведныя элементы іншага радка, памно-

жаныя на адвольны лік, то велічыня вызначніка не

зменіцца.

С Атрыманыў выніку складання элементаў вызнач-

нік можна падаць у выглядзе сумыдвух вызначнікаў(на

аснове лінейнай уласцівасці), першы з якіх супадае

з зыходным,а другі роўны нулю, бо мае два прапарцый-

ныя радкі. Ю

Заўвага 9.4. Няцяжка давесці, што сцверджанне абагуль-

няецца наступным чынам:калі да некаторага радка вызначніка дадаць

лінейную камбінацыю некалькіх іншых радкоў гэтага вызначніка, то

велічыня вызначніка не зменіцца.

Вышэй мы адзначылі асаблівую эфектыўнасць ска-

рыстання формул Ляпляса, калі вызначнік змяшчае нулі.

У прыватнасці, лёгка вылічаюцца дыяганальныяі трох-

вугольныя вызначнікі. У агульным выпадку, калі нуля-

вых элементаў няма (ці іх мала), можна спачатку

прывесці вызначнік да трохвугольнага выгляду, а затым

вылічыць. Для гэтага карыстаюцца ўласцівасцямі

вызначніка і, перш за ўсё, пятым вынікам з уласці-

васці З.

Прыклад 2.1. Вылічыць

з

3

2 04
1 3-1 -9 5

АЧ. а св з
6005 17

І» Пераўтворым вызначнік да трохвугольнага выгляду З нулямі

пад галоўнай дыяганаллю, для чаго спачатку пераставім першы і другі

радкі і скарыстаем уласцівасць антысіметрыі. Затым памножым першы

радок на --З і дададзім да другога, што дасць нам лік нуль у першым

слупку другога радка. Аналагічна памножым першы радок на -2

і дададзім да трэцяга, а затым памножым на б і дададзім да чацвёрта”.

га. Атрымаем:
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1 3-1 -2 5 13-11 -92 5

з 32 04 0 5 6 -п[

во а в зі Цо 6 -а -т]

60 17 0-6 -П 37

“Далей да другога і трэцяга радкоў дададзім апошні радок. Каб

дамагчыся нуля ў другім слупку чацвёртага радка, памножым другі

радок на --б і дададзім да чацвёртага:

1-1 3-8 5 13-13 -2 5
А 0-1 .-5 2] [д -і -5 26
““[о. 0 -15 зі” [д о -152 зоў

0 3-6 -І 37 0 0 19. --119

Застаецца з трэцяга радка вылучыць супольны множнік за знак

вызначніка, затым памножыць гэты радок на 19 і дадаць да чацвёр-

тага:

р-Іі -2 5 1 -1І -2 5

д-15 0 -1 --5 26 2215 0 -1 -5 26].

0 0-1 2 0 0-1 2

0 0 19 -119 0 0 0 -8і

г(- 15Х--81):-1215. «

Заўвага 9.5. Можна паказаць, што ў выніку дастасавання

азначэння 2.2, пасля паэтапнай замены мінораў здабыткамі элементаў,

для вылічэння вызначніка атрымліваем алгебраічную суму ўсіх магчы-

мых здабыткаў элементаў, якія ўзятыя па адным і толькі па адным

з кожнага радка і кожнага слупка. Названая якасць вызначніка добра

праілюстравана на прыкладзе дэтэрмінантаў (2.11) і (2.14). Менавіта

гэтую ўласцівасць часта кладуць у аснову азначэння вызначніка

адвольнага парадку, а затым, зыходзячы з яе, даказваюць, што вызнач-

нік можна раскласці па адвольным яго радку ці слупку”. :

39. Алгебраічныдадатак. Акрамя пададзеных у папя-

рэднім пункце ўласцівасцяў вызначніка, дакажам для

яго яшчэ дзве, для чаго нам спатрэбіцца паняцце алгеб-

раічнага дадатку. '

Алгебраічным дадаткам элемента аў вызначніка п-га
парадку назавем лік, які роўны (ІМ. абазначым

яго А.. Згодна з азначэннем, алгебраічны дадатак эле-
мента аў можа адрозніваццаад яго мінора толькі знакам.
Скарыстаўшыпаняцце алгебраічнага дадатку, формулы

“ З такім падыходам можна азнаёміцца, напрыклад, у кнізе:

М. В.Милованов, Р. Й. Тышкевич, А. С. Феденко. Алгебра и аналитниче-
ская геометрия (Мн.: Выш. шк., 1984. Ч. 2.).
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Ляпляса (2.25) і (2.26) можна запісаць у наступным
выглядзе

(4

дЗ Ха
іі

гАЯ (2.29)

дзе і- адвольны фіксаваны нумар радка; із 1, я;

Аз Ж агАі, (2.30)

І

дзе /- адвольны фіксаваны нумар слупка; ў-- л.
Дакажам яшчэ дзве ўласцівасці вызначнікаў.

4. Уласцівасць замены. Сума здабыткаў адвольных
п лікаў а), а», ..., а, і алгебраічных дадаткаў элементаў

і-га радка, і-- І, п, матрыцы ёсць вызначнік матрыцы,

якая атрымана з дадзенай заменай элементаў і-га радка

на лікі аі, а», ..., а.
0 Няхай зададзена матрыца (2.15). Возьмем адволь-

ныяп лікаў а), 4»,..., 4, і алгебраічныя дадаткі элементаў

і-га радка Аг, Ас, ..., А, Дакажам, што

АЕА... БаАаТА, (231)

дзе

81 аг ... Ом

а; 81:12 -.. бі-іп

ІА а; а, ... а,

аці ад12 ... біт

Олі а з Маа

Раскладзем вызначнік 1А'] па элементах і-га радка

і атрымаем роўнасць (2.31).
5. Уласцівасць анулявання. Сума здабыткаў элемен-

таў аднаго з радкоў і адпаведных алгебраічных дадаткаў

элементаў іншага радка роўная нулю:

адАм-К авйеБ. адзе, (2.32)

дзе іе; із 1, п, ё--І, п.

2 Левая частка роўнасці(2.32) ёсць сума здабыткаў

алгебраічных дадаткаў Х-га радка матрыцы (2.15) і лікаў

ар, 8...., ёг. Згодна з уласцівасцямі замены, гэта сума

роўная вызначніку матрыцы, атрыманай з матрыцы
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(2.15) заменай элементаў Ё-га радканалікіаг,ас,..., ал.

Але тады гэты вызначнік мае два аднолькавыя радкі

(роўныя і-му радку), значыць, ён роўны нулю. (І

Засяродзім увагу яшчэ раз на тым, што ўласці-

васці 92--5 (разам з вынікамі) застаюцца справядлі-

выміі для слупкоў вызначніка, што гарантуецца ўласці-

васцю І. :

49. Вызначнікі сумы і здабытку матрыц. Паколькі

вызначнік -- гэта лік, які адпавядае квадратнай матры-

цы, узнікае натуральнае жаданне высветліць, які лік

адпавядае суме і здабытку дзвюх матрыц. Адказ даюць

наступныя дзве тэарэмы.

Тэарэма 2.3. Вызначнік сумы дзвюх матрыц А--[аг]

і В--[Б.] аднаго і таго ж парадкуп, п?» 9, роўнысуме ўсіх

магчымых вызначнікаў парадку п, у якіх частка радкоў

(ці слупкоў) супадае з адпаведнымі радкамі(ці слупка-

мі) матрыцы А, а астатняя частка --з адпаведнымі

радкамі (ці слупкамі) матрыцыВ. , .

[1] Доказ тэарэмы непасрэдна вынікае з лінейнай

уласцівасці вызначнікаў:

аз ЫЬ. ... аа

абы ... аа Фы

аз 63; ..- аза Б фзя гн

а, 4 Б. ы аа Бы

ац -.. ёп: Б. б.

ауба абы а,б, ахб»,

Танбзі аз, Бы. Гаава аза Т ба

а, нн Ба 8З Б. а 4: Б. а, ня ба,

а ай ац ац,

а»; “. а, б» Б.

аз5-бз аз, бэ, ау ба ау Б бэ,

а, я Б. апЯ Ба. а, Ч- Ба а, аю б.
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Бу, ее Б. б. ве Б,

ах, ... аз, ба... Вы,

Чабэ: ... азаЁ бзь К [азі ба... азь б», І

аба У. аБ ба, аа Ьб. --. выьЬб

Працягваючыдалей скарыстоўваць лінейную ўласці-
васць вызначніка па чарзе для кожнага радка, атрымаем
сцверджанне тэарэмы. Аналагічна тэарэма даказваецца
і для слупкоў. Ю

Каб высветліць, чаму роўны вызначнік здабытку
дзвюх матрыц, трэба абагульніць тэарэмы2.І і 2.2. З гэ-
тай мэтай разгледзім два новых паняцці.

Для квадратнайматрыцы(2.15) парадкул разгледзім
міноры двух тыпаў. Няхай ЁЕ сп (8, пе М), й,» ..., і»
1. /»---. [к -- адвольныя нумары,такія, што 111 «С ізас
«... «ісп, Ія [эч...“іьчсп. Мінор першага
тыпу Міттт, ёсць вызначнік парадку К; ён адпавядае

матрыцы, утворанай тымі элементамі, якія стаяць на
перасячэнні К радкоў з нумарамі і, і, --., і, а таксама
К слупкоў з нумарамі і, /» ..., Мінор другога
тыпу Міг, ёсць вызначнік парадку п- К; ён адпавядае

той матрыцы, якая атрымліваецца ў выніку выкрэслі-

вання А радкоў з нумараміі,і», ..., іа таксама К слуп-

коў з нумарамі 4; ў»-.., ў
Паняцці мінораў першага і другога тыпу дазваляюць

сфармуляваць для вызначніка А, што адпавядае матры-
цы (2.15), наступныя дзве асноўныя тэарэмы, якія мы

падаем без доказу”.

Тэарэма 24 (Ляпляса). Для адвольнага нумара А

Е«сп, і адвольных фіксаваных нумароў радкоўі, і»,..., і»

такіх, што 1агі«сіз ч... «сі,чсп, праўдзіцца формула

я ДЗВЯДЫ я
д ЗБ (-1) к “Мар гт: (2.33)

Д.І. І,

Формула(2.33) называецца раскладам вызначніка па

К радкахі),і»..., і. Сумаванне ў гэтай формуле ідзе па

ўсіх магчымых “значэннях індэксаў ў), /» -.., ў» якія

адпавядаюць умове 112 / «:[ў«-... “2 ]ь п.

» З доказам асноўных тэарэм можна азнаёміцца, напрыклад,

у кнізе: В. А. ЙЯльшн, Э. Г. Позняк. Линейная алгебра (М.: Наука,

1984).
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Калі К-- 1, то Мігзаа, а мінор Мі), -- тэта азначаны

вышэй мінор элементаа;,. Будзем лічыць іў--і (із І, л),

дзе і--адвольны фіксаваны нумар радка; /(.51

(ў-- Т,я4)--нумар слупка вызначніка. У гэтым выпад-
ку ў якасці выніку з тэарэмы 24 мы атрымліваем
тэарэму 2.1.

У поўнай аналогіі з тэарэмай 2.4 фармулюецца сцвер-
джанне аб раскладанні вызначніка па 8 слупках.

Тэарэма 2.5 (Ляпляса). Для адвольнага нумара К,
ЕС п, і адвольных фіксаваных нумароў слупкоў ўі, ]»,...,
/ь»такіх, што І «с ўза [э«с... «С іьзс п, праўдзіцца формула

ДД а,
дА ж СЮ“ ЫЫ “МітаМпт (2.34)

Д. іі,

Формула (2.34) называецца раскладам вызначніка па
К слупках]), ў»,..., іў, Сумаванне ў ёй ідзе па ўсіх магчы-
мых значэннях індэксаўі,,і,,..., і,, такіх, што 1ўс іўчс
«... «ісп.

Калі для 8-1 нумар слупка ў; фіксаваны, /:3;ў

(ў І, п) а і -- нумар радка іі (із І, п), з тэарэмы

2.5 атрымліваем як вынік тэарэму 2.2.

Адзначым адразу, што тэарэму Ляпляса карысна
дастасоўваць да вылічэння тых вызначнікаў парадку пл,
п2ед2, якія маюць роўныя нулю міноры парадку 6222,
Ё«Сп. Для вылічэння такога вызначніка неабходна вы-
дзеліць у ім тыя й радкоў ці слупкоў, якія маюць най-
большую колькасць мінораў г-га парадку, роўных нулю.

  
Напрыклад,

І б 0 0

-з3 2 0 16 1 0 0

9 0 4, з 0 -3 01-20.

-7 8 0 0 04

5 4

 

Скарыстаем тэарэму Ляпляса для доказу наступнага
сцверджання.

Тэарэма 2.6. Вызначнік здабытку дзвюх квадратных
матрыц аднолькавага парадку п, п2е?2, роўны здабытку
вызначнікаў гэтых матрыц.
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С Няхай САВ, дзе А--[а], 8ВЬ-[5.], і, (зе І, п
Разгледзім вызначнік А парадку л:

аў а»... ай 0 0 ... 0

а»; аг - а», 0 0 0

аг а»... а, 0 0 ... 0дА 2.35
--1І 0 ““. (6) б Бі» - Ьі. ( )

0 -І ... 0 Б 6»... бы,

0 0 ...-І. Бі б» б.

Паводле тэарэмы 2.4 (для першых л радкоў) маем

аз а» ---[ён бё»... ёі

да а а»... а[Ів б»... бы, СЛАПВІ. (92.36)

ах ар... Оп ба б.» з. Б,

Карыстаючыся ўласцівасцямі вызначніка, пераўтво-
рым вызначнік (2.35) такім чынам, каб замест элементаў

аў і, ўз І, п, сталі нулі, а замест нулёў у першых рад-

ках -- элементы сі, дзе СЬАВ [сі], і, ўз2 І, п. Для
гэтага да першага радка вызначніка (2.35) дададзім
(пА--1)-ы радок, памножаны на а, (п--2)-і радок, па-
множанына ау,,..., 2п-ы радок, памножанына а:.. Тады
ў атрыманым вызначніку першыя л элементаў першага
радка будуць нулявыя, а астатнія п элементаў гэтага

п п п

радка -- роўныя адпаведна Ў аір, Жаб», Ў Оіьбы.-
ЕІ ЕІ (І

Згодна з азначэннем здабытку дзвюх матрыц, гэтыя
сумы ёсць элементыСі, Сі», ..., Сі» ЯКія ўтвараюць
першы радок матрыцы С--АВ. Аналагічна для астатніх

радкоў: да і-га радка (і-- 2, п) вызначніка А дададзім
(пЗ -1)-ы радок, памножанына а, (п--2)-і, памножаны

на ас, ..., 2п-ы, памножанына а/. Тадыі-ы радок набы-

вае выгляд

0...0 Ў аьбы Ў аб»... Ж ары
ё-і1 Е-1 ЗІ

пры адвольным ёі, ізе І, п, значыць,

8І



0 0 0 сы С» Сэн

А 05 0 0 сі бад -.- бая

“Іі 0.. 0 б. Б»... Ёі.

0 -іІ 0 бы Б»... 6»,

0: 0... “І Б. В»... бы.

Дастасуем да апошняга вызначніка тэарэму 2.4:

су 9 -.. Сіп

С, Сэ “ае бо,

да(- 112кананіў- 2а 1 п Хх

а 00.. 0
0-1... 6

Хх “ а Ф е е а ро е т -

0 0.. -і
ац--гнКаўная Г СІ(--1(- гуч“пэС] я ІСі.

Сцверджанне тэарэмы атрымаем, калі параўнаем

апошнюю роўнасць з роўнасцю (2.36). П
Звернем увагу на тое, што з дапамогаю метада.

матэматычнай індукцыі тэарэму 2.6 можна абагульніць

да роўнасці

АА,АА ІА ЦАД-ІА,

дзе матрыцыА,, А»,..., А, маюць аднолькавыпарадакп.

Заўвага 2.6. Вызначнік для функцыйнай матрыцы азначаецца

аналагічна і захоўвае тыя ж уласцівасці, што і лікавы.

2.4. АДВАРОТНАЯ МАТРЫЦА

Паняцце адваротнай матрыцы і яе ўласцівасці. Для,

ненулявога рэчаіснага ліку а азначана паняцце адва-
ротнага ліку -- такога, які ў выніку множання на лік
а дае адзінку. Аналагічна для квадратнай матрыцы
парадку п можна разглядаць паняцце ёй адваротнай.
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Напачатку неабходна азначыць два паняцці, якія
будуць істотна ўжывацца пры разглядзе пытанняў, звя-
заных з адваротнай матрыцай.

Будзем казаць, што матрыца А ёсць незвыродная,

калі «еі А-6О, і звыродная, калі ЧеўА--д.
Для матрыцыА, зададзенай роўнасцю (2.15), разгле-

дзім матрыцу

А). А» А.

с Аі» А» А,» ,

Аі, А», А,

дзе А. (і, ўз 1, п)-- алгебраічны дадатак элемента а;

матрыцы А. Матрыца С называецца далучанай да мат-
рыцыА. Звернем увагу на тое, што алгебраічныя дадаткі

элементаў і-га радка (і-- 1,л) матрыцы А размешчаны
ў м слупку матрыцыС.

Лема 2.2. Калі А ёсць квадратная матрыца парадкуп,

С -- далучаная да яе матрыца, то праўдзіцца роўнасць

АСЁСА-ВІАІ, (2.37)

дзе Е -- адзінкавая матрыца парадку п.
0 Для доказу разгледзім матрыцу

ау а» -. 8. Ау Ах -. А.

Яе элемент аў, і, ўзх 1, п, згодна з азначэннем здабытку

матрыц, роўны суме здабыткаў элементаў і-га радка

матрыцыА і адпаведных элементаў ў-га слупка матры-

цы С. У прыватнасці, для кожнага элемента а, ізі,й,

які стаіць на галоўнай дыяганалі матрыцыАС, атрымаем

суму здабыткаў элементаў і-га радка матрыцы А і іх

алгебраічных дадаткаў. Гэтая сума паводле формулы

(92.29) роўная «еі А. Для астатніх элементаў аў, із],

і, ў-- Г, п,атрымаем суму здабыткаў элементаў і-га радка

і алгебраічных дадаткаў /-га радка. Кожная такая сума
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на падставе ўласцівасці анулявання роўная нулю. У вы-

ніку гэтых разважанняў маем

ІА] 0 0... о

0 [ІА] 0... 0
АСА -

о 0 0..Мі
1 0 0..0

аў... Тмі-ва:
0 0 0... І

Аналагічна даказваецца, што СА--Е[А]. ша
Азначэнне 2.3. Калі для матрыцыА існуе матрыца В,

такая, што

АВАВА-Е, (2.38)

дзе Е -- адзінкавая матрыца, то матрыца В называецца
адваротнай для матрыцы А

Са стасунку (2.38) вынікае, што для існавання адва-
ротнай матрыцынеабходна, каб зыходная была квадрат-
най, прычым тадыабедзве матрыцы маюць аднолькавыя
парадкі.

Матрыцу, якая адваротная для матрыцыА, абазна-
чым А”. Тады роўнасць, што ляжыць у аснове азначэння
адваротнай матрыцы, у новым абазначэнні набывае
ВЫГЛЯД

ААЗПАА-А-АЕ, (2.39)
Тэарэма 2.7. Матрыца А мае адваротную матрыцу

А”!, калі і толькі калі матрыца А незвыродная.
СО Неабходнасць. Няхай для матрыцыА існуе

адваротная матрыца А”'. Тады АА”!--Е, адкуль
Феі (АА-')-- «её Е. Скарыстоўваючытэарэму пра вызнач-
нік здабытку дзвюх матрыц, маем «еіА «еіА-!І.
Апошняя роўнасць і азначае, што А ёсць незвыродная
матрыца, бо ЧеіА 20.

Дастатковасць. Няхай А ёсць незвыродная мат-
рыца. Дакажам, што для яе

АЗАСЛАІ, (2.40)
дзе С -- матрыца, далучаная да матрыцы А. Сапраўды,
згодна з лемай 2.2,
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(АСА(СА) ЛАІ-Е

ці, тое сама,

АССЛІАГА(С/ЛІАГА-Е.

Апошняя роўнасць у адпаведнасці з азначэннем адва-
ротнай матрыцы даказвае справядлівасць формулы
(2.40). Ю

Звернем увагу на тое, што ў працэсе доказу тэарэмы
2.7 атрымана формула (2.40), якая дае спосаб знаходжан-
ня адваротнай матрыцы. Улічваючы азначэнне далуча-
най матрыцы С, формулу (2.40) можна запісаць ў вы-
глядзе

Ац Аа .. Аа

А ЦЯ :

А., А», Ал,

Натуральна высветліць, колькі адваротных матрыц
мае кожная незвыродная матрыца.

Тэарэма 2.8. Незвыродная матрыца мае адзіную ад-

варотную матрыцу.
О Доказ здзейснім ад процілеглага. Няхай А -- ад-

вольная незвыродная матрыца. Дапусцім, што яна мае

дзве адваротныя матрыцыА: "', Аз”. Тады справядлівая

роўнасць ААГ'--Е, якую мы памножым злева на Аз“:

АГПААГ'ААСЦААГУ-АЎЕА".

З другога боку,

АЎ'ААГ ЦАЎААГАВА: АІ".

Атрымалі Аг''АЗ!. 0
Можна пераканацца, што праўдзяцца наступныя

ўласцівасці адваротнай матрыцы:

1) ве АЗ! 1/4еіА; 2) (А-А;

3) (АЎЛТАЦАЗ'ў, Ёем; 4) (двуВа”

5) (АЗ'АЦА”!”.
ОЮ Сапраўды, справядлівасць першай уласцівасці вы-

нікае з роўнасцяў:

Сві ЕЗ Феі(А”'4)-- «еі А”" Феі.
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Для матрыцыА разгледзім адваротную матрыцу А”!

і для апошняй, у сваю чаргу, разгледзім яе адваротную

матрыцу (АУ. На падставе формулы (2.39) маем
(А)“АЕ. Памножым апошнюю роўнасць справа на

матрыцу А, а затым скарыстаем у левай частцы асацыя-

тыўнасць множанняі атрымаем (А!)(А”'4)-ЕЦі, тое.
сама, (А”')“'Е-А, адкуль і вынікае другая ўласцівасць.

Для матрыцы А“ і адваротнай ёй (А')', ЁегМ, на
падставе азначэння выконваецца роўнасць (АА.

Памножым гэтую роўнасць справа на матрыцу (А!)

дзе А”! -- адваротная для матрыцыА, і ўлічым асацыя-
тыўнасць множання: 1

(АЎЗЦАА-УЦА”).
Апошняя роўнасць прыводзіць нас да трэцяй уласцівасці.

Няхай А, В -- адвольныя незвыродныя матрыцы. Для
матрыцы АВ і адваротнай ёй (АВ)' выконваецца роў-

насць (АВХАВУ!--Ё, якую мы памножым злева на А”:
ВАВ)!ЬА”!. Апошнюю роўнасць зноў памножым зле-
ва на В”! (бо ў агульным выпадку камутатыўнасць не
мае месца) і атрымаем чацвёртую ўласцівасць.

Для доказупятай уласцівасці заўважым, што матры-
ца, далучаная да матрыцы А”, атрымліваецца транспа-
наваннем матрыцыС, дзе С -- матрыца, далучаная да
матрыцыА. Паколькі, згодна з формулай (2.41), атрымлі-
ваем:

1ту-і...
(А) а

 

т гіу І т
с, (апу АГС

і [АЛ ТА], то ўласцівасць 5 даказана. Б
2“. Элементарныя пераўтварэнні матрыцы. Сфар-

мулюем
Азначэнне 2.4. Элементарным пераўтварэннем матры-
цы называецца кожнае наступнае дзеянне з матрыцай:

, 1) множанне некаторага радка (слупка) матрыцына
лік, няроўны нулю;

2) дадаванне да аднаго радка (слупка) матрыцы
іншага радка (слупка), памножанага на адвольнылік;

3) перастанова месцамі двух радкоў (слупкоў) мат-
рыцы.

Калі матрыца В атрымана з матрыцыА з дапамогаю
элементарных пераўтварэнняў, то будзем пісаць АВ
і казаць: «матрыца А эквівалентная матрыцы З». Віда-
вочна, што ў гэтым выпадку можна з дапамогаю эле-
ментарных пераўтварэнняў здзейсніць і зваротны пера-
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ход ад 8 да Й, г. зи. ВА. Калі матрыца В атрымана
з А некаторым элементарным пераўтварэннем (Д 8),
а матрыца С атрымана у сваю чаргу з матрыцыВ такса-
ма некаторым пераўтварэннем (В. С), то матрыца С мо-
жа быць атрымана з матрыцы А паслядоўным ска-
рыстаннем гэтых двух пераўтварэнняў (АС).

У дачынсніі да элементарных пераўтварэнняў матры-
цы, пададзеных ў азначэнні 2.4, справядліваяз

Лема 2.3. Элементарнае пераўтварэнне 3 можа быць
атрымана паслядоўным скарыстаннем пераўтварэнняў
і 2.

Д Разгледзім элементарныя пераўтварэнні, якія ты-
чацца і-га і /-га слункоў матрыцы(2.15);

ец 8; 4); --. 8,

а, 8, б. Вая

а; ... 81; а; . а; г ай

а. аж а а, ... а
А, 21 2і 2] 2і Эп ЗА,

ах; -.. а-а; --. а, ам

Матрыцу А; атрымаліз А, калі да і-га слупка дадалі

ўі-ы слупок, які папярэдне памножыліна --1. Дададзім да

і-га слупка атрыманыі-ы слупок матрыцыА::

а ... а-а; ау ... бі,і ае

аз; ... а-а»; ... (ас ... а;
А, 21 21 2] 21 2п 0,

аі заў .. ёі Оу

а --а,; ... а а
д 21 2] 2і Эп А».

а --ас; з 8 а,

Матрыцу А» атрымалі з А., калі да і-га слупка (да

элементаў а;;--а,, Ёзз І, п) дадалі /-ы слупок (элементы
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ай, Ё-АТ, п), памножанына - І. У выніку множання і-га

слупка (элементаў --а,, з, п) на --1] атрымаем

а “е а; “еа ау; “е. аі,

ас; ... аз; ... 8 а
Ах 21 2] 21 Эп БА»

8: а,; ай а,

Лёгка заўважыць, што матрыца Аз атрымліваецца

з матрыцы А. з дапамогаю перастановы і-га і ў-га

слупкоў.
Доказ лемы для радкоў здзяйсняецца аналагічна. (І

Тэарэма 2.9. Усякае элементарнае пераўтварэнне

слупкоў матрыцыАпарадкуп, п 2292, ёсць эквівалентнае

множанню матрыцы А справа на матрыцу, атрыманую

з адзінкавай матрыцы Ё, пры дапамозе таго ж эле-

ментарнага пераўтварэння.

С Для доказу разгледзім тры магчымыя выпадкі.

1. Няхай матрыца А; атрымана з матрыцыА у выніку

множання і-га слупка на лік 4520. Скарыстаем тое

ж пераўтварэнне да матрыцы Ё,, пасля чаго атрымаем

некаторую матрыцу В. Тады:

а, а»... аа... аа] 0 9... 0 1

а, аі Лац а,

з [ал аа Ла а, [-А,

аг С»... Ма; а,

9. Няхай да і-га слупка матрыцыА дадаліяе ў-ыслу-

пок, які памножылі на лік 1320. Атрымалі матрыцу А».

У выніку гэтых жа пераўтварэнняў адзінкавай матрыцы

атрымаем некаторую матрыцу С. Дакажам, што і ў гэтым
разе АСЬА;. Маем:

88



ау а “ж а]; ““. 81; -“. аі,

а. а» ““. а»; --. а, “а р

АС- [ба ба ба. 8ў-. ва],

ад ёр ён 8; ай

8 бла -. ба а; а

І 0...0... 0 0

0 І ..0..0 0

0 0...1..0 0
Хх а

0 0... А .. І 0

0 0..0..0 1

аў ар» аўрка, .. а; аі,

аў а» аў Ла», 4; ... б»,

с, аў аа -- аг Май, аў ай ХА
ь ЖА,

ад ёр азЛа, а; ай

3. Тэарэма справядлівая і ў выпадку перастановы

двух слупкоў, паколькі такая перастанова раўназначная

паслядоўнаму скарыстанню пераўтварэнняў І і 2 (на

падставе лемы 2.3). ЁЎ
Аналагічнымі разважаннямі даказваецца і наступная

тэарэма.
Тэарэма 2.10. Усякае элементарнае пераўтварэнне

радкоў матрыцы А парадку п, п22г?, ёсць эквівалентнае

множанню матрыцыА злева на матрыцу, якая атрымана

з адзінкавай Е, пры дапамозе таго ж элементарнага

пераўтварэння.
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32, Знаходжанне адваротнай матрыцы з дапамогаю

элементарных пераўтварэнняў. Формула (2.41) дае метад

знаходжання -адваротнай матрыцы, у аснове якога ля-

жыць скарыстанне паняццяў вызначнікаі алгебраічнага

дадатку. Метад знаходжання адваротнай матрыцы на

падставе элементарных пераўтварэнняў грунтуецца на

наступных дзвюх тэарэмах.
Тэарэма 2.11. Усякая незвыродная матрыца можа

быць пераўтворана ў адзінкавую пры дапамозе эЭле-

ментарных пераўтварэнняў толькі слупкоў (ці толькі

радкоў).
2 Доказ ажыццявім метадам матэматычнай індук-

цыі. Для матрыцыпершага парадку тэарэма відавочная.

Дапусцім, што яна справядлівая для кожнай незвы-

роднай матрыцы(й-- 1)-га парадку, і дакажам, што яна

праўдзіцца для адвольнай незвыроднай матрыцы А па-

радку п, п2г2.
Паколькі матрыца А незвыродная, то сярод элементаў

першага радка ёсць хаця б адзін ненулявы. Агульнасць

доказу не парушыцца,калі будзем лічыць а;;20. Памно-

жым першы слупок матрыцы на 1/а) і атрымаем

матрыцу

дзе адзвад/а1; із52, п.

Памножым першыслупок матрыцыпа чарзе на --а»,

ац», ... “7 8, ідададзім адпаведна да другога, трэцяга, ...,

п-га слупка. У выніку матрыца А; пераўтворыцца

ў матрыцу

г. 1 30 0 ..0

а д» бэз .. бэ

дзе б. (і, ўзе2, п)-- лікі, атрыманыя ў выніку гэтага

пераўтварэння. Матрыца А» -- незвыродная, бо па адпа-

веднай уласцівасці велічыня вызначніка не мяняецца ад

дадавання да пэўнага яго слупка іншага слупка, памно-

жанага на лік. На падставе азначэння

90



Значыць, атрымана незвыродная матрыца В парадку
п--1. Адпаведна індуктыўнай згодзе, матрыца В можа
быць прыведзена да адзінкавай з дапамогаю элементар-
ных пераўтварэнняў толькі слупкоў матрыцы. У выніку
гэтага матрыца А, набывае выгляд

І 0 0..0

я І .-
АўАз аз 9 0 .

а, О 0...І

Да першага слупка матрыцы А. дададзім лінейную
камбінацыю другога, трэцяга,..., л-га слупкоў з лікавымі
множнікамі -а, --аз), ... --а7; адпаведна. Атрымаем
адзінкавую матрыцу. Паколькі А-А;ААзЕ, то
матрыца А пры дапамозе элементарных пераўтварэнняў
слупкоў зведзена да адзінкавай матрыцы.

Аналагічна тэарэма даказваецца і для пераўтварэн-
няў радкоў матрыцы. М

Даказаная тэарэма мае відавочны

Вынік. Для ўсякай незвыроднай матрыцы А існуюць
элементарныя пераўтварэнні толькі слупкоў (радкоў)
адзінкавай матрыцы Ё, якія пераўтвараюць матрыцу
Е ў матрыцу А.

Тэарэма 2.12. Калі скарыстаць у той жа паслядоў-
насці ўсе элементарныя пераўтварэнні толькі слупкоў

(радкоў) матрыцы Е,, пры дапамозе якіх незвыродная

матрыца А парадку п пераўтвараецца ў адзінкавую, то

атрыманая матрыца будзе адваротнай для матрыцыА.
ОЮ Для доказу тэарэмы ажыццявім такія элементар-

ныя пераўтварэнні слупкоў матрыцыА, якія прывядуць

яе да адзінкавай матрыцы Ё.. Такія ж пераўтварэнні

і ў той жа паслядоўнасці здзейснім з матрыцай Ё,

у выніку чаго яна пераўтворыцца ў некаторую матры-

цу В. Грунтуючыся на тэарэме 2.9, прыходзім да роўнасці

АВ-Е., адкуль вынікае В-А”!. 7
Сцверджанне для радкоў матрыцыдаказваецца ана-

лагічна на падставе тэарэмы2.10. (І і
Для знаходжання адваротнай матрыцы А””' мэтазгод-
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на запісваць матрыцыА і Е праз рыску адна пад другой,

калі пераўтвараюцца слупкі, ці побач, калі пераўтвара-

юцца радкі. Матрыца, атрыманая на месцы адзінкавай

пасля таго, як матрыца А пераўтворыцца ў адзінкавую,

і будзе матрыцай А”:
Прыклад 2.2. Знайсці А”! для матрыцы

01 -1

лі 1 зо І.
-2 4 0

і Для развязання скарыстаем пераўтварэнне радкоў. Справа ад

матрыц дадзім сімвалічны каментар дзеянняў. Будзем мець:

01 1 г 3.0 І

І

0.

109 0 1 (ао
а Гоа З.І. ”

Се 4 010 0 І гі 9

3

0][]0 0

1; І] 010 І З 1

01 -1]1100

0

д, Св М 1

ое. Го АЗ Де 1-3
2 6

м ы

131] 01 о

ор.

101]-5 5 -
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і
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Атрымалі адваротную матрыцу

з-
я-
9

ю
ю

ю А

2.5. РАНГ І БАЗІСНЫ МІНОР МАТРЫЦЫ

1”. Ранг матрыцыі яго ўласцівасці. Няхай зададзена
прамавугольная матрыца А памеру тХп у выглядзе
(2.1).

Азначэнне 2.5. Рангам матрыцы называецца найболь-
шы парадак тоіх яе мінораў, якія няроўныя нулю.

Калі ўсе міноры матрыцыроўныя нулю, то дамовімся,
што ранг такой матрыцытаксама роўны нулю.

Ранг матрыцы А абазначым г(А) ці проста г, калі
зразумела, пра якую матрыцу ідзе размова. “

Для ранга матрыцыхарактэрныя наступныя ўласці-
васці. : .

1. Калі матрыца А мае памер тХп, то 0:(А)
с: тіп (т, л), дзе тіп(т,л) ёсць меншы з лікаў т і п.

9. Роўнасць г(А)--0 мае месца, калі і толькі калі А --
нулявая матрыца.

З. Для квадратнай матрыцыА парадку п маем гА)--

п, калі і толькі калі А -- незвыродная матрыца.
4. Для адвольнай матрыцы А праўдзіцца роўнасць

ААА).

5. Ранг матрыцы, атрыманай з дадзенай у выніку

выкрэслівання некаторага яе радка (слупка), роўны

рангу зыходнай матрыцы, ці меншына адзінку.

6. Ранг матрыцы, атрыманай з дадзенай у выніку

дапісвання да яе адвольнага радка (слупка), роўны

рангу зыходнай ці большы на адзінку.
7. Калі з дадзенай матрыцывыкрасліць ці дапісаць да

яе нулявы радок (слупок), то ранг матрыцыне зменіцца.

Уласцівасці 1--7 лёгка даказваюцца, калі скары-

стаць азначэнні ранга матрыцыі вызначніка, а таксама

ўласцівасці вызначніка.
Для знаходжання ранга матрыцы нам спатрэбіцца

Лема 2.4. Калі для дадзенай матрыцы памеру тХп

усе міноры парадку Е, Е«стіп (т,п), роўныя нулю,то ўсе
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міноры больш высокага парадку таксама роўныя нулю.

С Для доказу разгледзім адвольны мінор парадку

2-1. На падставе тэарэмы Ляпляса яго можна расклас-

ці па элементах адвольнага радка (ці слупка). Кожны

складнік такога раскладу змяшчае ў якасці множніка

мінор Х-га парадку, што і азначае роўнасць нулю ўсёй

сумы. 0
Непасрэдна з лемы 2.4 атрымліваем наступнае сцвер-

джанне.
Вынік. Калі сярод мінораў парадку К дадзенай матры-

цы А ёсць няроўныя нулю, а ўсе міноры (6 З4- 1)-га парадку

роўныя нулю, то г(А)-Ё.

Грунтуючыся на леме і выніку з яе, ранг матрыцы

можна знайсці наступным чынам. Калі ўсе міноры пер-

шага парадку(г. зн. элементы) матрыцыроўныянулю,то

гс2О. Прынаяўнасці хаця б аднаго ненулявога элемента

неабходна разгледзець мінорыдругога парадку. Каліўсе

яны роўныя нулю, то гг І. У тым разе, калі знойдзецца

хаця б адзін ненулявымінор другога парадку, неабходна

даследаваць усе міноры трэцяга парадку. Тут таксама

магчымы два варыянты: усе міноры трэцяга парадку

роўныя нулю,г. зн. г»-2; сярод мінораў трэцяга парадку

ёсць хаця б адзін ненулявы, што вымагае далейшага

аналізу. Працэс даследавання працягваецца датуль,

пакуль не высветліцца, што ўсе мінорыпарадку К роўныя

нулю ці міноры парадку ў для дадзенай матрыцы ўжо не

існуюць. Тады прыходзяць да высновы, што гза ё--І.

Прыклад 2.3. Знайсці ранг матрыцы

Іі 4 2 -іІ

А-ДІ2 8 4 -2].

0 0 о 0

Б Адразу заўважым, што г(А)2» І, бо матрыца А мае ненулявыя

элементы. Матрыца А змяшчае адзін нулявы радок, значыць, яе ранг

будзе такім жа, як ранг матрыцы

4 2 -і
А :

2 8 4 -2

Паколькі памер матрыцыА; ёсць 2Х4, то 12 г(А])22. Але ўсе міноры
другога парадку роўныя нулю, паколькі слупкі прапарцыйныя. Канчат-

кова высвятляем, што г(4)--1. “«

Апісаны спосаб знаходжання ранга матрыцыне заў-

седы рацыянальны. У тым выпадку, калі разглядаецца
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матрыца вялікага памеру, якая не мае нулявыхрадкоўці
слупкоў, ён даволі працаёмісты. Наступная тэарэма дае
тэарэтычную аснову для знаходжання ранга матрыцы
іншым спосабам.

Тэарэма 2.13. Элементарныя пераўтварэнні матрыцы
не змяняюць яе ранга. С
О Няхай зададзена матрыца (9.1). Для доказу да-

статкова паказаць, што яе ранг не зменіцца ў выніку
скарыстання элементарных пераўтварэнняўІ і 2 (гл. ле-
му 2.3). Разгледзім гэтыя пераўтварэнні для слупкоў
матрыцы(для радкоў аналагічна).

Будзем лічыць, што і-ы слупок матрыцы(2.1) памно-
жылі на лік К, 6520, і ў выніку атрымалі матрыцу А).
Лёгка заўважыць, што тыя міноры матрыцыА), якія не
змяшчаюць і-га слупка, супадаюць з адпаведнымі міно-
рамі матрыцы А, а тыя, якія змяшчаюць,-- роўныя
адпаведным мінорам матрыцы А, памножаным на лік
К. Гэта азначае, што адпаведныя міноры матрыцА і А,
роўныя (ці няроўныя) нулю адначасова, што і даказвае
справядлівасць тэарэмы ў дадзеным выпадку.

Дакажам, што другое элементарнае пераўтварэнне
таксама не мяняе ранга матрыцы, для чаго разгледзім
матрыцу

а .. а, ва), .. а; .. ай

8 .-. 8, Б Каў .. аў, ... ам
А.

ад: -. ёпБ Ва, .. бн -. ап

Няхай ранг зыходнай матрыцы А роўны , гэта
азначае, што сярод мінораў парадку ” матрыцыА ёсць
хаця б адзін, які адрозніваецца ад нуля, а ўсе міноры
парадку г-- І роўныя нулю. Трэба даказаць, што: 1) мат-
рыца А» мае хаця б адзін ненулявы мінор парадку г;
2) усе міноры парадку г--І матрыцы А» ёсць нулі.

Разгледзім міноры парадку г зыходнай матрыцыА,
якія не змяшчаюць элементаў і-га слупка. Тут магчымы
два выпадкі: сярод іх знойдзецца ненулявы мінор М ці
ўсе такія міноры ёсць нулі. У першым выпадку сцвер-
джанне 1 даказана, бо мінор М з'яўляецца адначасова
і мінорам матрыцыА». У другім выпадку прыходзім да
высновы, што матрыца А мае ненулявы мінор М з эле-

ментамі і-га слупка. Разгледзім мінор М; матрыцыА», які
займае ў гэтай матрыцытакое ж становішча, як і мінор
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М у матрыцыА. Але кожныэлемент і-га слупка мінора М.

ёсць сума двух лікаў. З гэтай прычыны (на падставе

ўласцівасці вызначніка) МіМ З. М». Засяродзім увагу

на тым, што М»-20. Сапраўды, калі М, мае ў-ы слупок

матрыцыА, то гэта азначае, што ён мае два прапарцый-

ныя слупкі; калі М» не мае /-га слупка, то ён ёсць мінор

г-га парадку матрыцыА, які памножаны на лік Ё (мы

разглядаем выпадак, калі такія міноры матрыцы А ёсць

“нулі). Сцверджанне І даказана і ў гэтым выпадку.

Сцверджанне 9 лёгка атрымліваецца з аналагічных

разважанняў. Калі разглядаюцца міноры парадку г--

4-1 матрыцыА;», якія не маюць і-га слупка, то яны ёсць

нулі, бо адначасова з'яўляюцца мінорамі матрыцыА. Ка-

лі міноры парадку г-- 1 матрыцы А, змяшчаюцьі-ыслу-

пок, то яныёсць сума двух мінораў. Першыз іх ёсць нуль

як мінор матрыцыА,а другі -- нуль ці таму, што ён мае

два прапарцыйныя слупкі, ці таму, што ён ёсць мінор

матрыцы А, памножанына лік 8. ОЮ

Для практычнага дастасавання даказанай тэарэмы

пры знаходжанні ранга зыходную матрыцуз дапамогай

элементарных пераўтварэнняў пераводзяць у матрыцу,

ранг якой лёгка знайсці. Няцяжка даказаць, што кожная

ненулявая прамавугольная матрыца (2.1) пераўтвара-

ецца ў трапецыйную:

ЬЫ, Б» .. бі, .. Ві

На аснове ўласцівасці ранга маем 7(8)--(8;), дзе

В. -- матрыца памеру гХ л, атрыманая з В у выніку

выкрэслівання нулявых радкоў. Але матрыца В. мае

ненулявы мінор М парадку г, які стаіць у левым верхнім

куце (М--6:16»:::5,). Значыць, АўквуВ).

На падставе тэарэмы 2.3 можна даказаць яшчэ адну

важную ўласцівасць ранга.

Тэарэма 2.14. Калі матрыцу А памножыць злева ці

справа на незвыродную матрыцу В, то ранг атрыманай

матрыцыбудзе роўнырангу матрыцыА: (АВ)ВА)
за (А), Чеі ВаЕ0.
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0 Паколькі ўсякую незвыродную матрыцу можна
атрымаць з адзінкавай шляхам элементарных пераўтва-
рэнняў слупкоў матрыцы(гл. вынік з тэарэмы2.11), то
множанне матрыцы А справа на незвыродную матрыцу
В раўназначнае скарыстанню элементарных пераўтварэн-
няў слупкоў матрыцыА (тэарэма 2.9). Зыходзячыз таго,
што элементарныя пераўтварэнні не мяняюць ранга
матрыцы, прыходзім да высновы, што (АВ) А).

Аналагічна даказваецца роўнасць г(В4)--А).

29. Базісны мінор. Калі некаторы радок (слупок)
матрыцыможна падаць у выглядзе сумыіншых/ радкоў
(слупкоў), памножаныхналікі а, в», ..., а, адпаведна, то
будзем казаць, што дадзенырадок (слупок) ёсць лінейная
камбінацыя К радкоў (слупкоў).

Азначэнне 2.6. Радкі Р), Р», ..., Р. (т 1) матрыцы
А...л называюцца лінейна залежнымі, калі хаця б адзін з іх
ёсць лінейная камбінацыя астатніх. У адваротнымвыпад-
ку радкі называюцца лінейна незалежнымі,

Аналагічна азначаецца лінейная залежнасць і неза-

лежнасць слупкоў.
Калі некаторы радок матрыцыА... з'яўляецца ліней-

най камбінацыяй Ё іншых радкоў (Ё«-т--1), то гэты

радок ёсць лінейная камбінацыяўсіх астатніх радкоў (бо

ў азначэнні лінейнай камбінацыі лікавыя каэфіцыенты

могуць быць і нулявыя). Аналагічнае сцверджанне мае

месца і для слупкоў матрыцы.
Калі, напрыклад, першы слупок матрыцыА.ха З'ЯЎ-

ляецца лінейнай камбінацыяй астатніх слупкоў, то гэта

азначае, што існуюцьтакія лікі ау, б» ..., аг-!, Для якіх

і 812 аз 8

бс: аэ» аз аж
“а. а» . Бара

ашм анэ а-з аза

Аналагічны запіс можна зрабіць і ў тым выпадку,

калі некаторырадок ёсць лінейная камбінацыя астатніх.

Напрыклад, для трэцяга радка матрыцы

6-9
з 0

АР] о “4
25 1

4 В. РусакІ інш. 97



маем

ю 42-36 -2н4з о--а-5 І,

значыць, аг --2, аззз4, аз: 0.

Азначым шэраг паняццяў, якія нам спатрэбяцца для

развіцця далейшай тэорыі. .

Радкамі (слупкамі), якія праходзяць праз мінор

М матрыцы А, будзем называць тыя радкі (слупкі)

матрыцыА, на перасячэнні якіх стаяць элементы міно-

ра М. ,

Абымальным мінорам для мінора М парадку / матры-

цы А назавем мінор парадку ё--І гэтай матрыцы, які

змяшчае мінор М. .

Базісным мінорам матрыцы дамовімся называць не-

нулявы мінор, парадак якога роўны рангу матрыцы.

Адразу засяродзім увагу на тым, што для ненулявой

матрыцызаўсёдыіснуе базісны мінор, прычым ён можа

быць не адзін. а

Дапусцім, што для дадзенай матрыцы выбраны пэўны

базісны мінор. Радкіі слупкі, наперасячэнні якіх стаяць

элементы базіснага мінора, будзем называць базіснымі

радкамі і слупкамі матрыцы.

Тэарэма 2.15 (пра базісны мінор). І. Кожны радок

(слупок) матрыцы ёсць лінейная камбінацыя базісных

радкоў (слупкоў).
9, Базісныя радкі (слупкі) матрыцы лінейна неза-

лежныя.
С Няхай базісны мінор матрыцы(2.1)

-

а; а» -. ёі,

ас ас ... а»,

аз аз. 8.

Зафіксуем /, І«с ўл, і разгледзім вызначнікі

аі ёр;-. бі, ёі

аз а» -. а»;

Муз Зі Тт
а гі а, . а. а:

ад аг а., а;
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Калі іхсг ці ўхг, то Міс 0, бо М. мае два аднолькавыя
радкі ці слупкі. Калі 12» л, а таксама /2» г, то М.О з той
прычыны, што М.; ёсць мінор парадку г--І матрыцы
з рангам 7. Раскладзем вызначнік М. па элементахў
апошняга радка і атрымаем

М.з ада, Б ар» К... Р аса,Б аца, (2.42)

дзе (1, а», ..., 8. 8,4; 7 алгебраічныя дадаткі элементаў

апошняга радка, прычым значэнні лікаў а, в», ..., е, не

залежаць ад і. Відавочна таксама, што а,..; не залежыць

ні аді, ні ад /, паколькі а,; “2: М. Улічваючы, што М.з»

0 і МО, з роўнасці (2.42) маем

аўВад -Е Воаь-Ь...-Б В.а, . (2.43)

дзе 81: - а/М; іт. ,
Роўнасць (2.43) якраз і азначае, што /-ы слупок

матрыцы А (нумар / у нас: фіксаваны) ёсць лінейная

камбінацыя базісных слупкоў.
Для радкоў першае сцверджанне тэарэмы даказва-

ецца аналагічна.
Доказ другога сцверджання здзейснім метадам ад

процілеглага. Дапусцім, што базісныя радкі (слупкі)

матрыцы лінейна залежныя. Тады адзін з базісных

радкоў (слупкоў) матрыцы ёсць лінейная камбінацыя

астатніх базісных радкоў (слупкоў). Апошняе азначае,

што адзін з радкоў (слупкоў) базіснага мінора ёсць

лінейная камбінацыя астатніх яго радкоў (слупкоў). Але

тады на падставе адпаведнай уласцівасці вызначнікаў

прыходзім да высновы, што базісны мінор роўны нулю,

а гэта супярэчыць яго азначэнню. М
Можна лёгка пераканацца, што справядлівыя наступ-

ныя вынікі з тэарэмы 2.15. .
Вынік 1. Усякі нябазісны радок (слупок) матрыцы

ёсць лінейная камбінацыя ўсіх радкоў (слупкоў) гэтай

матрыцы. ,
«Вынік 2. Максімальная колькасць лінейна незалеж-

ных радкоў (слупкоў) матрыцы роўная рангу матрыцы.

Вынік З (крытэр роўнасці нулю вызначніка). Для

таго каб вызначнік матрыцы быў роўны нулю, неабходна

і дастаткова, каб нейкі адзін з яго радкоў (слупкоў) быў

лінейнай камбінацыяй іншых яго радкоў (слупкоў).

Доказ тэарэмы 2.15 дае нам магчымасць сфармуля-

ваць карысныдля практычнага дастасавання пры вылі-

чэнні ранга матрыцы метад абымальных мінораў: калі
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матрыца мае ненулявы мінор парадку гл і ўсе яго абы-

мальныя міноры роўныя нулю ці не існуюць, то ранг

матрыцы роўныг.

Значыць, акрамя двух апісаных вышэй спосабаў зна-

ходжання ранга матрыцы А (пошуку ненулявога мінора

максімальнага парадку і скарыстання элементарных

пераўтварэнняў), можна знаходзіць ранг і наступным

чынам: вызначыць ненулявы мінор М некаторага па-

радку г, разгледзець усе яго абымальныя міноры (да-

пісваючы па чарзе ўсе магчымыя' варыянты з радкоў

і слупкоў матрыцы А), высветліць, ці ўсе абымальныя

міноры роўныя нулю. Калі знойдзецца ненулявы абы-

мальны мінор М”, то гэта ўжо наводзіць на думку, што

ранг матрыцы можа быць роўныг-Г І. Каб пераканацца,

трэба разглядаць (калі яны існуюць) усе абымальныя

міноры для мінора М”.

і

2.6. СІСТЭМЫ ЛІНЕЙНЫХ АЛГЕБРАІЧНЫХ РАЎНАННЯЎ

1”. Асноўныя паняцці. Пачнем з наступнага азна-

ЧЭННЯ.
Азначэнне 2.7. Сістэмай т лінейных алгебраічных

раўнанняў з п невядомыміх), х»,..., х, называецца сістэма

выгляду

аў Хх, Баь хо... БаіХа .,

вэХБ аю» ХБ... Б аза Хата В», (2.44)

ах; Б алахэ Р... Б аааХа З бы.

Лікі ау, а», .. а,, называюцца каэфіцыентамі сістэмы,

а лікі б, б», ..., 8. -- вольнымі складнікамі.

Калі Б::-0, і-- І, т, то сістэму будзем называць адна-

роднай; калі хацяб адзін вольны складнік ненулявы,

сістэма называецца ягаднароднай.
Развязкам сістэмы (2.44) называецца ўсякая ўпа-

радкаваная сукупнасць л лікаў (сі, с», ..., с,), якія пры
падстанове ў кожнае раўнанне сістэмы на месца адпа-
ведных невядомых пераўтвараюць кожнае раўнаннесіс-
тэмы(2.44) у тоеснасць. Калі сістэма мае хаця б адзін раз-
вязак, дамовімся называць яе супольнай, у процілеглым

выпадку -- несупольнай. Супольная сістэма, якая мае
дакладна адзін развязак, называецца вызначанай, а тая,
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якая мае больш за адзін развязак,-- нявызначанай. Ні-
жэй мы пакажам, што нявызначаная сістэма мае
бясконца многа развязкаў. '

Развязаць сістэму -- гэта значыць высветліць, су-
польная яна ці не, і, калі супольная, знайсці ўсе яе
развязкі. Відавочна, што калі ў сістэме (92.44)

а:50, і5І,т, і-зі,п, то: 1) сістэма мае бясконцае

мноства развязкаў пры 6;:5-0, і--1,т; 92) яна з'яўляецца
несупольнай, калі ёсць хаця б адзін ненулявы вольны
складнік. 0.

Сістэму (2.44) зручна запісваць у матрычнымвыгля-
дзе, для чаго азначым неабходныя паняцці. Матрыцу

1 а ч“ а,

д “2 -- ба], (2.45)

элементамі якой з'яўляюцца каэфіцыентысістэмы, наза-
вем матрыцай сістэмы. Нам спатрэбіцца таксама матры-
ца-слупок невядомыхі матрыца-слупок вольных складні-
каў, якія азначаюцца адпаведна роўнасцямі:

Хі В,

Хх Хх» Ва ;

хі [ь,

Відавочна, што кожнай лінейнай сістэме (2.44) адпа-
вядае адзіная пара матрыц А, В і, наадварот, кожнай
пары матрыц А, В- адзіная сістэма.

Паколькі матрыца А узгоднена з матрыцай Х, то
можна знайсці здабытак

а Хх; Бар ХБ... Баі Х,

8 Х, Г ав ЮС...ах,

ах ан алаС -ч АнаХп

АХ-

Як паказваюць роўнасці (2.44), кожны элемент матрыцы-

слупка АХ ёсць адпаведны элемент матрыцы8. Зыходзя-
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чыз азначэння роўных матрыц, атрымліваем матрычны

запіс сістэмы(2.44);

АХВ. (2.46)

Калі С(сі, С», ..., са) -- развязак сістэмы (244), то

матрыца

е;

с?

с,
задавальняе раўнанне (2.46) і называецца вектар-развяз-.

кам сістэмы (2.44). :

Скарыстоўваючы матрыцы-слупкі каэфіцыентаў,якія

стаяць прыадной невядомай велічыні,сістэму (2.44) мож-

на запісаць таксама ў выглядзе:

8; а» а, б,

а» а» а» б.
хі-Ь юБ..Т] [хае [7]. (247)

Ла аа!. а,, Ь.

Дзве сістэмы называюцца эквівалентнымі (раўназ-

начнымі), калі яны маюць адно і тое ж мноства развяз-

каў. У прыватнасці, усякія дзве несупольныя сістэмы

з аднолькавай колькасцю невядомых лічацца эквіва-
лентнымі.

Элементарнымі пераўтварэннямі лінейнай сістэмына-
зываюцца наступныя дзеянні: .

1) множанне раўнання сістэмы на ненулявы лік;
2) дадаванне да аднаго раўнання сістэмыіншага яе

граўнання, памножанага на адвольнылік;
3) перастанова месцамі двух раўнанняў сістэмы.

У дачыненні да элементарных пераўтварэнняўсістэ-
мы справядлівая

Тэарэма 2.і6. Скарыстанне элементарных пераўтва-
рэнняў прыводзіць да эквівалентнай сістэмы.
О Не абмяжоўваючыагульнасці, будзем памнажаць

на лік ВО, напрыклад, першае раўнанне сістэмы

(2.44) і дадаваць да другога. Атрымаем раўнанне

Вацхі-Ь ар»... амка)-(ааа»
Ў... -

аха)зе ВЫ, ЗЬ. (2.48)
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У выніку гэтага дзеяння сістэма набывае выгляд

аў Хх, Бар» Ў... Т аў, хае бі,

аз ха»к... аз, Хх, Б,

аз, Хі Д 83 ХБ... Я. аз, Хале ба, (2.49)

аіХ; нн аль»Ў -- -анаБ.

дзе азе Ва--а», із21,п; 6522 В8Ьь,-- 6», Вэ2:0. Сістэма
(2.49) адрозніваецца ад сістэмы (2.44) толькі другім
раўнаннем. Калі (Сі, С», ..., с.) -- развязак сістэмы(2.38),
то ён будзе таксама развязкам сістэмы (2.49), бо ўсе
раўнанні, акрамя другога, у гэтых сістэмах аднолькавыя.
Прыпадстановес), с»,..., с, замест адпаведных невядомых
у другое раўнанне сістэмы(2.49) яно таксама пераўтва-
раецца ў лікавую тоеснасць. Праўдзіцца і адваротнае
сцверджанне: калі(сі, С»,..., с.) -- развязак сістэмы(2.49),
то гэта ёсць таксама развязак сістэмы(2.44). Сапраўды,
другое раўнанне сістэмы (244), якім адрозніваюцца
сістэмы, атрымліваецца ў выніку множання першага
раўнання сістэмы (2.49) на лік --В і дадавання да
другога раўнання. Для такога дзеяння справядлівасць
тэарэмы даказаная. "

Відавочна, што пры неаднаразовым скарыстанніэле-
мейтарных пераўтварэнняў новая сістэма будзе эквіва-

лентная зыходнай. Лёгка ўбачыць таксама, што эквіва-

лентнасць сістэм мае месца і пры перастанове двух
адвольных раўнанняў сістэмы. [З

Заўвага 2.7. У выніку элементарных пераўтварэнняў можа

здарыцца так, што новая сістэма змяшчае раўнанне з усімі нулявымі

каэфіцыентамі пры невядомых. Тут магчымыя два выпадкі: 1) вольны

складнік ёсць таксама нуль; 2) вольны складнік ненулявы. У першым

выпадку эквівалентная сістэма складаецца з меншай колькасці раў-

нанняў, чым зыходная (раўнанне з нулявымі каэфіцыентамі адкідваем);

у другім выпадку атрымліваем несупольную сістэму і прыходзім да

высновы, што і першапачатковаясістэма раўнанняў ёсць несупольная.

99, Супольнасць сістэмы. Пры развязанні сістэмы

лінейных раўнанняў узнікае натуральнае жаданне вы-

светліць спачатку супольнасць сістэмы. Для гэтага нам

спатрэбіцца паняцце пашыранай матрыцы, якая атрым-

ліваецца з матрыцы(2.45) у выніку дапісвання справа

слупка з вольных складнікаў:
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ара. 2 . (2.50)

Справядлівы наступны крытэр супольнасці сістэмы.

Тэарэма 2.17 (Кронэкера” -- Капэлі””). Для суполь-

насці сістэмы лінейных алгебраічных раўнанняў неабход-

на і дастаткова, каб ранг матрыцысістэмы быў роўны

рангу яе пашыранай матрыцы.
СО Неабходнасць. Няхай сістэма (2.44) суполь-

ная. Дакажам, што г(А)--ДАІ8], дзе матрыцыА і [А]8]

вызначаны роўнасцямі (2.45) і (2.50). Скарыстаем запіс

сістэмы ў форме (2.47). На падставе супольнасці сістэмы

можам сцвярджаць, што існуе такая сукупнасць лікаў

(сі, С», ..., са), што

а а бі, б;

ах а» а», Ь.
с. [а.г]. [се Г. 4 (2.51)

а ам а б.

Роўнасць (2.51) азначае, што апошні слупок матрыцы

[418] ёсць лінейная камбінацыя астатніх яго слупкоў..

Значыць, з дапамогаю элементарных пераўтварэнняў

матрыцы можна зрабіць апошні слупок нулявым (калі

дадаць да яго лінейную камбінацыю першых п слупкоў

з множнікамі --с), --С»,..., --с, адпаведна). На падставе

тэарэмы 92.13 і ўласцівасці 7 ранга матрыцы атрымліваем

ГА)[А 18).
Дастатковасць. Няхай г(А)--[А]8])-г. Тады

існуе мінор парадку г, які з'яўляецца базісным як Для

матрыцыА, так і для матрыцы ([А]8], бо кожны мінор

матрыцыА з'яўляецца адначасова і мінорам пашыранай

матрыцы. На падставе тэарэмы 2.15 апошні слупок
матрыцы ([А]8] ёсць лінейная камбінацыя слупкоў ба-
зіснага мінора, значыць,і ўсіх слупкоў матрыцы А.З гэ-
тай прычыныіснуюцьлікіс], с» ..., с., такія, што матры-

“ Кронэкер Леапольд (КгопесКег І.соро!а, 1823--1891) -- нямецкі
матэматык.

"“ Капэлі Альфрэда (СареПі АІігедо, 1855--1910) -- італьянскі
матэматык.
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цу-слупок В можна падаць у выглядзе (2.51). Гэтая
роўнасць і дазваляе сцвярджаць, што сукупнасць лікаў
(сі С» ..., сл) ёсць развязак сістэмы(2.44). ру

Вынік. Калі рангі матрыцы сістэмы і пашыранай
матрыцы няроўныя, то сістэма несупольная.

3”. Развязанне незвыродных сістэм метадамі адва-
ротнай матрыцыі Крамэра. Разгледзім прыватны выпа-
дак сістэмы(2.44), менавіта выпадак сістэмы л раўнан-
няў з п невядомымі:

ахС бХ» К... Баказ у,

ахархе Б... Баха заба,

ахі Ь алах» 4 ЫЫЫ ЯаХате Б.

Вызначнікам сістэмы (2.52) назавем вызначнік яе
матрыцы:

(2.9)

а; аі» “ее а

а а ... аАТА] 21 22 Эл ,

а асо... а,

Калі матрыца сістэмы незвыродная (А5Ё0), то сістэма
(2.52) называецца незвыроднай. У процілеглым выпадку
яна называецца звыроднай.

Разгледзім два метады развязання незвыродныхсіс-
тэм. Як вядома,сістэму (2.52) можна запісаць у матрыч-
ным выглядзе (2.46). Паколькі [А]520, матрыца А мае
адзіную адваротную матрыцу А”' (гл. тэарэму 2.7).
Памножым матрычнае раўнанне (2.46) злева на матрыцу
А-!, Атрымаем роўнасць

АЗ(АХ)А”'В.

З прычыны асацыятыўнасці множання матрыц і таго,

што АЗ'А--Е, прыходзім да раўнання

ХЗА”'В. (2.53)

Такім чынам, мы атрымалі развязак сістэмы, які
запісаны ў матрычным выглядзе. Для знаходжання адва-

ротнай матрыцы А”' можна скарыстаць, напрыклад,
роўнасць (241), якая дае нам магчымасць запісаць
формулу развязка (2.53) у выглядзе
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ХІ " А. Ан б. Ай Б,

хі 1і]Аі А» ... Ала[[ё» (2.54)

Хх. А, А», “е. А... Ь,

Падсумоўваючы сказанае, можна сфармуляваць на-

ступнае правіла знаходжання развязка сістэмы метадам

адваротнай матрыцы. Для развязання сістэмы(2.52) не-

абходна:
,

' 1) высветліць, ці з'яўляецца сістэма незвыроднай;

9) калі для яе А»60, знайсці матрыцу АЧ

3) згодна з формулай(2.9), знайсці здабытак матрыц

у правай частцы роўнасці (2.54);

4) на падставе азначэння роўных матрыц атрымаць

развязак

хрЦАЖА... ГА), і-Т п. (255)

Метад адваротнай матрыцыдля знаходжанняразвяз-

ка сістэмы можна трансфармаваць у метад Крамэра"“.

Скарыстаем уласцівасць замены для вызначніка (гл.

формулу (2.31)). Тады для сумы, што стаіць у дужках

роўнасці (2.55), маем

, А.Б.Аб»К... ЗАА, і

І
,

я,

дзе А, -- вызначнік, які атрымліваецца з асноўнага

вызначніка А у выніку замены /-га слупка на слу-

пок вольных складнікаў. Такім чынам, мы атрымалі

формулы Крамэра для знаходжання развязка сістэмы

(245);

рарать ік

Т
,

п. (2.56)

Адзначым, што існаванне развязка незвыроднай сістэ-

мы вынікае з тэарэмы Кронэкера -- Капэлі. Сапраўды,

умова [А] 520 азначае, што ранг матрыцы сістэмы роўны

п. Разам з тым гз-(А]ІВі)сп, бо пашыраная матрыца

змяшчае й радкоў. Адсюль прыходзім да высновы, што

А)п(А ІВ]п.

“ Крамэр Габрыэль (Сгатег баБбгіе!, 1704-1759) -- швейцарскі

матэматык.
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На дакончанне сфармулюем
Правіла Крамэра. Калі вызначнік сістэмы (2.52) нену-

лявы, то сістэма раўнанняў мае адзіны развязак, які
можна знайсці па формулах (2.50).

4“. Даследаванне сістэм лінейных раўнанняў. Даволі
частая сітуацыя, калі ў матэматычных даследаваннях
і практычных дастасаваннях патрэбна ведаць (без развя-
зання), ці супольная сістэма (2.44), а калі так, колькі
развязкаў яна мае. Адказ на першае пытанне дае даказа-
ная вышэй тэарэма Кронэкера -- Капэлі. У прыватнасці,
для сістэмы (2.52) правіла Крамэра дазваляе сцвяр-
джаць, што гэтая сістэма мае адзіны развязак (калі
А»60). Пры даследаванні адвольнай супольнай сістэмы
карыстаюцца наступнымі дзвюма. тэарэмамі.

Тэарэма 2.18. Калі ране матрыцы супольнай сістэмы
роўны колькасці невядомых, то сістэма мае адзіны раз-
вязак.

С Няхай для сістэмы (2.44) выконваецца роўнасць
ГА)[АВп. Тадыіснуе мінор, які з'яўляецца ба-
зісным і для матрыцы [А[8], і для матрыцы А. Кожны
нябазісны радок матрыцы [4]8] ёсць лінейная камбіна-
цыя п базісных радкоў. З гэтай прычыны сістэма
(2.44) эквівалентная сістэме тых л раўнанняў пачатковай

сістэмы, у якіх каэфіцыенты пры невядомых утвараюць
базісны мінор. Апошняя сістэма ёсць незвыроднаясістэ-

ма п раўнанняў з п невядомымі. Яна мае адзіны развязак

(гл. правіла Крамэра). М
Тэарэма 2.19. Калі ранг матрыцы супольнай сістэмы

меншыза колькасць невядомых, то сістэма мае бяскон-
цае мноства развязкаў.
С Няхай для сістэмы (2.44) выконваецца роўнасць

КАЎНІАІВ8]) 3", прычым гл. Будзем лічыць, што

элементыбазіснага мінора матрыцА і (А]В] размешчаны
ў левым верхнім куце матрыцы А (гэтага заўсёды можна
дасягнуць, калі раўнанні сістэмы пераставіць і змяніць
нумарацыю невядомых):

аў аз»... 81;

М ах а»... бс,

ах а» н а,

Паколькі кожнынябазісны радок матрыцы [А [8] ёсць

лінейная камбінацыябазісных радкоў, то зыходнаясістэ-
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ма эквівалентная сістэме першых / раўнанняўз п невядо-

мымі:

архі... Гах, БарадаааРфах,за Ву,

адхі Ў... асанаакаЦынй ахаеб»,

адхі Ў-. рай,Ба.Бах,Я

(2.57)

Сістэму (2.57) запішам такім чынам, каб у левай

частцы кожнага раўнання заставаліся толькі першыя

г невядомых. НевядомымХх», ізег-ЕІ, й, нададзім затым

адвольныя лікавыя значэнні б» б» гі прыйдзем

да незвыроднай (ДМзЕ0) сістэмыг раўнанняў з гневя-

домымі:

ацхі-арх» Г... ракеаб,“ааб»

ах38...ах,вае... “7 баба, (2.58)

адхі Бара 4. - -а,х, н- Б,-аа. -- 8нё-

Прыфіксаваных адвольных канстантахс,С--»---,

с, сістэма (2.58) мае адзіны развязак х,25Сі, хэ-еб» ...,

х, зе с,.Відавочна, што сукупнасць лікаў (Сі, С», ..., Сн С.
ай с.) ёсць развязак сістэмы (2.97). Паколькі сістэма

(2.57) эквівалентная зыходнай сістэме (2.44), то (е), С», ...

с» С,уь -.-, Са) ёсць таксама развязак сістэмы раўнанняў
(2.44). З прычыны адвольнасці лікаў С,С,» --., бп

прыходзім да высновы, штосістэма (2.44) мае бясконцае
мноства развязкаў. (І.

Заўвага 2.8. Спосабам,які скарыстоўваўся прыдоказе тэарэмы
3, 19, можна атрымаць усе развязкі сістэмы. Сапраўды, няхай (с, С», -..-,
СІ... С.) -- адвольныразвязак сістэмы(2.44). Тадыў якасціс,

да ..., Сл Возьмем са со .., б; адпаведна. Развяжам сістэму

раўнанняў (2.58) у дачыненні да х), х», ..., х, і атрыманы развязак
пазначым (сі, с ..., с,) Паколькі ДО, то відавочна маем

сіха ві, із], г. Такім чынам, мы пабудаваліадвольны наперад зададзе-
ны развязак сістэмы (2.57), а значыць, і сістэмы(2.44).

Назавем базіснымі невядомымі супольнай сістэмы
(ранг матрыцы якой роўны 7) тыя г невядомых, каэфі-
цыенты пры якіх утвараюць базісны мінор. Астатнія
невядомыя назавем вольнымі. Кожныразвязак з бяскон-
гцага мноства развязкаў нявызначанай сістэмы назавем

частковым.
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Калі паглядзець на ўсю пададзеную вышэй тэорыю
даследавання і развязання сістэм лінейных раўнанняў
з гледзішча практычнага дастасавання, атрымаем на-
ступны алгарытм развязання сістэм лінейных раўнанняў.

І. Знайсці ХА) і г([А[В]), для чаго здзейсніць эле-
ментарныя пераўтварэнні толькі радкоў. Калі г(А)5
ЗЕ ЦА [В]), то сістэма несупольная. Гэта і ёсць канчатко-
вы вынік яе развязання.

2. Калі (А) н[4]8])-- г, то сістэма супольная. Знай-
сці і зафіксаваць базісны мінор матрыцысістэмы. Ад
зыходнай сістэмы раўнанняў перайсці да эквівалентнай
сістэмы тых раўнанняў, якія ў якасці каэфіцыентаў пры
невядомых маюць элементы базіснага мінора. Магчымы
два выпадкі:

1) калі гп, дзе п -- колькасць невядомых,то сістэма
мае адзіны развязак, які знаходзяць, напрыклад, з дапа-
могаю формул Крамэра;

2) калі г«сл, то сістэма мае бясконцае мноства раз-
вязкаў. Для іх знаходжання з апошняй сістэмы выра-
жаюць базісныя невядомыя “праз вольныя, напрыклад,
з дапамогаю формул Крамэра і такім чынам атрымлі-
ваюць агульны развязак сістэмы (2.44). Частковыразвя-
зак можна атрымаць, калі надаць вольным невядомым
адвольныя лікавыя значэнні.

5”. Развязанне сістэм раўнанняў метадам Гаўса. Па-
водле сваёй сутнасці метад Гаўса" зводзіцца да пасля-
доўнага выключэння невядомых у раўнаннях сістэмы

(2.44). Для гэтага скарыстоўваюць элементарныя пераў-
тварэнні радкоў пашыранай матрыцысістэмы, каб пры-

весці асноўную матрыцу да трохвугольнага ці трапецый-

нага выгляду. .

Калі сістэма (2.44) супольнаяі вызначаная(гл. тэарэ-
мы 2.17 і 2.18), то яе матрыца можа быць зведзена да
верхняй трохвугольнай у выніку элементарных пераўтва-

рэнняў радкоў і, магчыма, перастановы слупкоў (каб

дасягнуць ненулявых дыяганальных элементаў). Калі

сістэма (2.44) супольная і нявызначаная (гл. тэарэмы

92.17 і 92.19), то элементарнымі пераўтварэннямі радкоў

і пры неабходнасці перастановай слупкоў можна звесці

яе матрыцу да трапецыйнай. Такім чынам,у выніку такіх

дзеянняў матрыца [А [В] пераўтворыцца ў эквівалентную
матрыцу

ж Гаўс Карл Фрыдрых (бацСагі Ргіедгісі, 1777--1855) -- нямец-
кі матэматык.
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0 0 ... 4;... 8 р. І. (259)

0 0 ...0 ...0 р,

Заўважым, што калі пры пераходзе ад матрыцы [418]

да матрыцы(2.59) мы вымушаныперастаўляць слупкі, то

гэта выклікае перанумарацыю адпаведных невядомых

сістэмы. Дзеля вызначанасці будзем лічыць, што мы

перайшлі да матрыцы(2.59) толькі ў выніку элементар-

ных пераўтварэнняў радкоў зыходнай матрыцы [418].

Тады матрыцы(2.59) адпавядае сістэма раўнанняў

ацх, Ў. аеТ... ТайТ... Заказ б),

ах» Б... бык,Л... екр»

ух, Б... Б ЦаХа Ра (2.60)

0,

02р.

якая эквівалентная зыходнайсістэме (2.44), прычым

аз, 320, 850, ..., ё;у50. Пераход ад сістэмы (244) да

сістэмы(2.60) называецца прамым ходам метада Гаўса.

У дачыненні да сістэмы(2.60) (а значыць,і да (2.44))

магчымы наступныя выпадкі.
1. Сярод лікаў р;,і, Рі» .--е рн ёсць хаця б адзін

ненулявы. Тады сістэма несупольная. Гэты выпадак

адпавядае таму, што г(А)зЕлІА]В]).

9. Усе лікі ріі, Рыг» -.-, Ра ёсЦЬ нулі. Тадысістэма

супольнаяі ў сістэме (3.60) можна адкінуць апошнія т--і

раўнанні. Сістэма (2.60) набудзе адзін з двух выглядаў:

1) калі і--п, то яна з'яўляецца трохвугольнай:

ацхі ар»... Баха.

ах Б... акр»

з

(2.61)

по



2) калі і«сп, сістэма набывае трапецыйны выгляд:

арх, Бары... Бад... аца),

ааБ...ых... Бых,р»

8цх, нн з рах,зр

Знаходжанне невядомыхХі, Х»,..., Хх, з сістэм (2.61) ці

(2.62) называецца зваротным ходам метада Гаўса.
Сістэма (2.61) (і разам з ёю пачатковая (2.44)) мае

адзіны развязак. Для яго пошуку робім наступнае.

З апошняга раўнання знаходзім х,-р./а,,. Падстаўляем

знойдзенае лікавае значэнне замест невядомайх, у папя-

рэдняе раўнанне і атрымліваем таксама адзінае значэнне

невядомай х,..]. Працягваем гэты працэс далей і пасля-

доўна знаходзім Х), Х,-1,..-, х;. У выніку будзе знойдзены

адзіны развязак сістэмы (2.44).

Засяродзім увагу на тым, што выпадак сістэмы

(2.61) адпавядае выкананню роўнасці г(А)--г([А18])п

для зыходнай сістэмы.

(2.69)

Длясістэмы(2.62) характэрная тая асаблівасць, што

колькасць невядомых большая за колькасць раўнанняў.

У гэтым выпадку складнікі з невядомыміХ:: 1, Ху, .--» Хп

пераносім у правы бок раўнанняў. Гэтыя невядомыя

будзем лічыць вольнымі. НевядомыяХу, Х»..., Хх; высту-

паюць у ролі базісных. Для іх знаходжання трэба ажыц-

цявіць зваротныход метада Гаўса аналагічна апісанаму

вышэй парадку развязання сістэмы (261). У” выніку

гэтага невядомыяХ), Х», ..., х; адзіным чынам выразяцца

праз невядомыя хХ;:], Хі» ...-, Х. Калі вольным невядо-

мым надаваць адвольныя лікавыя значэнні, то можам

атрымаць усе развязкі(іх будзе бясконца многа) сістэмы

(2.62), а значыць, і сістэмы (2.44).

Заўважым яшчэ, што для сістэмы (2.62) характэрна

ўмова г(А)-ь г([А[В]) «сп, якая і прыводзіць да нявызна-

чанасці сістэмы.

Характэрнай асаблівасцю метаду Гаўса з'яўляецца

тое, што ён дае магчымасць не толькі развязацьсістэму,

але і папярэдне высветліць яе супольнасць і вызнача-

насць. Гэтая акалічнасць забяспечвае рацыянальнасць

даследавання і развязання сістэм.

6“. Сістэмы аднародных лінейных раўнанняў. Адна-

родная сістэма раўнанняў

ПІ



ах, арх» Б... Бах, 550,

ааЖах Б...ах, зе О,

аХ]аран«апаеО

ёсць прыватны выпадак сістэмы (2.44). Няцяжка заўва-
жыць, што аднародная сістэма заўсёды мае нулявы
развязак х!--хузе... зе Хасе0О, што сведчыць праяе су-
польнасць. Нулявы развязак з'яўляецца адзіным, калі
і толькі калі ранг матрыцысістэмы роўны колькасці
невядомых п (гл. тэарэмы 2.18). У прыватнасці, гэта
праўдзіцца для незвыроднай сістэмы п раўнанняўз п не-
вядомымі. Калі ранг матрыцысістэмы(2.63) меншыза
колькасць невядомых,то (гл. тэарэму 2.19) для аднарод-

най сістэмы характэрная наяўнасць ненулявых развяз-
каў. У якасці выніку з апошняга сцверджання атрымлі-
ваем наступнае: аднародная сістэма п лінейных раўна-
нняў з п невядомымі мае ненулявыя развязкі ў тым
выпадку, калі яна звыродная.

Няхай Сі сь б»..., Сп), Сэе(бЬ б... д), ..., Сь-
(сі, сё, ..., ёі), К сг М.,-- развязкі сістэмы (2.63). Пад
здабыткам развязка С, і ліку Х будзем разумець су-
купнасць лікаў АС:;-- (ха, усь, ..., Ме,).

Сумай двух Газвязкаў Сі Сь і, /еМ, называецца
сукупнасць лікаў СС а-а, ссі, ..., аа).
Сума выгляду в.С, аб,ЗЕ..ЖаСь, ке К, дзе каэфі-
цыентыа), вг,..., а, -- некаторыялікі, называецца ліней-
най камбінацыяй развязкаў Сі, С», ..., С..

Тэарэма 2.20. Адвольная лінейная камбінацыя раз-
вязкаў аднароднай сістэмы лінейных раўнанняў ёсць
развязак гэтай сістэмы.

ОЮ Доказ здзейснім на прыкладзе і-га раўнаннясістэ-

мы (2.57), і-- 1, т. Маем:

аа(агсі Баасі-... асІ Кад(піез-Е аа... аб)
4... Бан(аскФ азса-Ь... Чрадсё) зе

ацаас... асіУ) а(адаадз...
За,а)-Ь. Бададсі-ра»-.. «айса)зе
а04аў04 р... У а,-0:-0. з

Развязкі СЬ (сі, е, ..., с), С(а, в... а)..
Ё сіСь (сі, с», ..., ст) аднароднай сістэмы(2.63) называюцца

лінейна залежнымі, калі радкі матрыцы
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2 2 2а д... д (2.64)

сі с... сё

ёсць лінейна залежныя. У процілеглым выпадку развязкі
называюцца лінейна незалежнымі.

Лагічна высветліць далей, ці існуюць у бясконцым
мностве развязкаў сістэмы (2.63) лінейна незалежныя
развязкі. Адказ на гэтае пытанне дае наступная

Тэарэма 2.21. Няхай ранг г матрыцы аднароднай
сістэмы раўнанняў меншы за колькасць невядомых п.
Тадыіснце п-т лінейна незалежных развязкаў С], С., ...,
С,, гэтай сістэмы; кожны развязак аднароднай сістэмы
ёсць лінейная камбінацыя развязкаў Сі, С», ..., С...

СО Дзеля вызначанасці будзем лічыць, што базісны

мінор М г-га парадку знаходзіцца ў левым верхнім куце
матрыцы сістэмы:

а; аі» еа а),

М-- аз аж а»,

а, аз... а.

Перанясем складнікі з невядомымі х,4і, Хь -.., Х
у правы бок раўнанняў і будзем лічыць гэтыя невядомыя
вольнымі. Атрымаем сістэму

аух, Т арх» Б... Сакаа...сЖ»

азХ; Т ах... Т 8,ХаКа177... “7 аваХ» (2.65)

арх; С арха Ў... Ф арх, зе --а, ЕІХтАІХа

Паколькі М»ёО, сістэма (2.65) будзе мець развязак, які

можна знайсці, напрыклад, па формулах Крамэра. Віда-

вочна, што развязак залежыць ад п--л вольных невядо-
МЫХ Х,41, Хі» ..., Хлг і Мае выгляд

хі СіХ, Фсіх.БаХа

ХэЗе бХ,акц.раЖ (2.66)

б

хта біХЗЕха.БС “Ха,
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дзе сі (і Т, г, ізе І, п--г)-- пэўныя лікавыя каэфі-

цыенты.
У якасці значэнняў вольных невядомых разгледзім

паслядоўна наступныя п--г сукупнасцяў лікаў:

1) Хауізе І, Х.разаЙ, ..., хае О;

2) хі, 1550, хрэст, ..., х,550;

п--г) хае, Хута, ..., Хазе

Кожнаму з гэтых набораў значэнняў адпавядае свой

развязак сістэмы (2.65). Зыходзячы з роўнасцяў (2.66),

мы атрымліваем наступныя п--г развязкаў:

Сі, с», ..., е», 1, 0, ..., 0),
1

С(а, б, ..., 9. 9, І, ..., 0),

С.(с, в”,..., с", 0, 0, ... 1).

Развязкі (2.67) лінейна незалежныя, бо матрыца,

якую можна запісаць у адпаведнасці з матрыцай

(2.64) для развязкаў (2.67), мае ненулявы мінор парадку

п-- г (апошнія п--г слупкоў). З гэтай прычынырадкіС),

С., ..., С,, дадзенай матрыцыёсць базісныя, а значыць,

лінейна незалежныя (гл. тэарэму 2.15). Існаванне п--г
лінейна незалежных развязкаў даказана.

Адвольныразвязак сістэмы(2.65) (і (2.63)) атрымлі-
ваем, калі нададзім невядомымХ,;1, Х,-.» ..-, Хг Адволь-
ныя лікавыя значэнні (1, а», ..., а,-, адпаведна. Згодна
з роўнасцямі (2.66), атрымаем развязак

р! 2 2
Хіс са, Ў пае...Б ба»

0 1 9 йн
Хэ5 ба, Р бб9-Р... Ьб бас»

0 1 2 а
Хх, С.а; нн са» Ў. МЫ 4: с; "ад

Няцяжказаўважыць, што ў дадзеным выпадку развязак
С(Хі, ху,..., Хр, а, а»,..., а...) ёсць лінейная камбіна-
цыя развязкаў (2.67);

СаСГ аьСь-Ь... а...С... (2.68)

Тэарэма даказана.
Вынік І. Максімальная колькасць лінейна незалеж-

ных развязкаў аднароднайсістэмы роўная п--г, дзе п--

па



колькасць невядомых; г-- ранг матрыцысістэмы,
Азначым яшчэ адно паняцце.
Азначэнне 2.8. Сукупнасць максімальнай колькасці

лінейна незалежных развязкаў аднароднай сістэмыліней-
ных раўнанняў называецца фундаментальнай сістэмай
развязкаў.

У адпаведнасці з азначэннем 2.8 сукупнасць (2.67)
ёсць фундаментальная сістэма развязкаў для аднарод-
най сістэмы раўнанняў (2.63).

Заўважым, што пры пабудове фундаментальнайсістэ-
мы развязкаў (2.67) вольным невядомым" мы надавалі
п- г сукупнасцяў значэнняў па радках адзінкавай мат-
рыцы Ё, .,. Доказ тэарэмы можна ажыццявіць і ў больш
агульнай сітуацыі, калі надаць вольным невядомым
значэнні па' радках адвольнай незвыроднай матрыцы
парадку п--т. Атрыманая такім чынам з сістэмы
(2.66) сукупнасць развязкаў Сі, С» ..., С;-, таксама
з'яўляецца фундаментальнай сістэмай развязкаў. У ад-
паведнасці з гэтым можна сфармуляваць наступнывынік
з тэарэмы 2.2].

Вынік 2. Адвольны развязак аднароднай сістэмы
лінейных раўнанняў ёсць лінейная камбінацыя развязкаў
фундаментальнай сістэмы:

ССВа... Баг, (2.69)
дзе а), а., ..., а,,--адвольныялікі.

Адзначым, што развязак аднароднай сістэмы, вызна-
чаны роўнасцю (2.69), называецца агульным. Кожны
развязак, які атрымліваецца з роўнасці(2.69) пры канк-

рэтных значэннях лікавых каэфіцыентаў сг, із 1, п-г,

называецца частковым.
На практыцы пры развязанні аднародных сістэм

лінейных раўнанняў у якасці значэнняў вольных невядо-

мых выбіраюць,як правіла, значэнні па радках адзінка-

вай матрыцы, паколькі гэта найменш працаёмісты спо-

саб вылічэння. У выніку прыходзяць да сістэмыразвяз-

каў выгляду (2.67), якую называюць яшчэ ўнармаванай

фундаментальнай сістэмай развязкаў. У гэтым разе

агульны развязак зададзенай сістэмы раўнанняў запіс-

ваюць у выглядзе (2.68).
Вернемся да неаднароднай сістэмы (2.44). Назавем

аднароднуюсістэму (2.63) адпаведнай для неаднароднай

сістэмы, калі яна атрымліваеццаз сістэмы(2.44) заменай

вольных складнікаў б), б», ..., б» нулямі.
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Разгледзім супольную сістэму (2.44), у якой г.п, дзе

г -- ранг яе матрыцы; п -- колькасць невядомых.У гэтым
выпадку (гл. тэарэму 2.19) сістэма (2.44) з'яўляецца

нявызначанай, як і адпаведная ёй сістэма (2.63). Высвет-

лім суі1зь паміж развязкамі неаднароднай і адпаведнай

ёй аднароднай сістэм. '

Тэарэма ?2.22. Кожны развязак нявызначанай неадна-

роднай сістэмы лінейных раўнанняў ёсць сума пэўнага

частковага развязка гэтай сістэмыі агульнага развязка
адпаведнай аднароднай сістэмы.

(С Няхай Х,-- пэўны частковы развязак ,сістэмы

(244), а СЬ(Х, ж, ..., Х, бі, а» ..., 8.-1)--агульны
развязак адпаведнай сістэмы (2.63). Для Доказу ска-
рыстаем запіс сістэм у матрычным выглядзе.

Матрыца Ху задавальняе раўнанне АХ-- 8, а матры-
ца С” -- раўнанне АХ--О. Згодна з дыстрыбутыўнасцю

множання матрыц, маем: .

А(КІА-С)АХІАСТВ0-В.
Мыдаказалі, што сума развязкаў Хо і С ёсць развязак
сістэмы (2.44).

Няхай Х - адвольны развязак сістэмы (2.44). Тады

0-ВАВЕАХ-ЗАЖААХ- Хі).
З апошняй роўнасці прыходзім да высновы, што Х'- Хб
ёсць развязак аднароднай сістэмы(2.63), г. зн. Х- Хоз
С, ці ХЁХ-С. д

З тэарэмы 2.22 і формулы(2.69) атрымліваем яшчэ
адзін

Метад знаходжання агульнага развязка Х нявызна-
чанай неаднароднай сістэмы (2.44). Агульны развязак
задаецца формулай

КАХКЫаСіЗВС З... а,С»

дзе С], С», ..., С, -- фундаментальная сістэма развязкаў
адпаведнай аднароднай сістэмы; аі, а», ..., а,В; Хў--
адвольны частковы развязак сістэмы(92.44).



3. ВЕКТАРНАЯ АЛГЕБРА

У матэматыцыі яе дастасаваннях адрозніваюць велі-
чыні скалярныяі вектарныя. Прапанаваныраздзел пры-
свечаны вывучэнню вектарныхвелічыньі дзеянняўз імі.

3.4. ВЕКТАРЫІ ЛІНЕЙНЫЯ АПЕРАЦЫІЗ ІМІ.
ПРАЕКЦЫЯ

1”. Паняцце вектара. Скалярная велічыня (скаляр)
вызначаецца толькі лікам, які паказвае, колькі пэўных

адзінак вымярэння характарызуе дадзеную велічыню.
Скалярнымі велічынямі з'яўляюцца, напрыклад, плошча,
аб'ём, тэмпература, маса, работа. Велічыні, якія характа-
рызуюцца не толькі лікам, але і кірункам, называюцца
вектарнымі. У якасці прыкладаўз фізікі можна нагадаць
«Хуткасць, паскарэнне, сілу і інш. Калі выбраны пэўны
маштаб, выяўленнем вектарнай велічыні на плоскасціці
ў прасторы можна лічыць накіраваны адрэзак.

Накіраваным адрэзкам называюць адрэзак пэўнай
даўжыні і пэўнага кірунку. Накіраваны адрэзак з фікса-
ванымі пачаткам А і канцом В называецца звязаным

з

вектарам і абазначаецца АВ. Відавочна, што даўжыня

і кірунак такога накіраванага адрэзка (звязанага векта-

ра) поўнасцю вызначаюцца месцазнаходжаннем і парад-
каваннем пунктаў А і В. Калі для накіраванага адрэзка

фіксуецца толькі даўжыня і кірунак (пры адвольнасці

яго становішчаў прасторы), то ён называецца свабодным

вектарам. Свабодны вектар, такім чынам, мае права

свабодна перамяшчацца ў прасторы паралельна сам

сабе. Для абазначэння свабодных вектараў (а таксама

звязаных, калі няма неабходнасці пазначаць іх пачатак

“і канец) ужываюць малыя літары лацінскага алфавіту,

надрукаваныя тлустым шрыфтам, напрыклад а, Б, х,...,

ці літары з рыскай або стрэлкай зверху: а, Б, х,...;
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зэ а -Э - - -

а, б, х,... .Геаметрычнае выяўленне вектараў пададзе-

на на рыс. 8.І.

9 а
ТВ

А

а

Ф.

РысЗ.І

С Эк

Даўжынёй звязанага вектара АВ (модулем, нормай)

назавем адлегласць паміж пунктамі А, В і абазначым
г

]АВ]. Запіс Іа] таксама абазначае даўжыню (звязанага ці
свабоднага) вектара а, якую знаходзяць як даўжыню
адпаведна накіраванага адрэзка. Для вектараў не маюць
месца паняцці «большы», «меншы». Можна параўноў-
ваць у гэтым сэнсе толькі іх модулі.

Вектар, пачатак і канец якога супадаюць, называецца
снулявым і абазначаецца Од. Ён мае адвольны кірунак

і для яго [0]:-0. Адзінкавым ці ўнармаваным назавем
вектар, даўжыня якога роўная адзінцы. Часцей за ўсё
адзінкавы вектар абазначаецца літарайе.

. Кажуць, што два ненулявыявектарыа, Б ёсць калі-
ніярныя, калі яны паралельныя адной і той жа прамой,
і пішуць а[Б (некалініярнасць абазначаюць а/б).

з ч».Няхай зададзены два звязаныя вектары АВ і СР,
з

прычым АВ] СР. Правядзем плоскасць такім чынам, каб
пункты А і С ляжалі на ёй, а В і Р не ляжалі. Калі
здарыццатак, што пункты В і Ф ляжаць у адной паўпра-

сторыўў дачыненні да плоскасці, то будзем называць 48

і Сб ааўрозн накіраванымі (АВ Н сб); калі В і Р зна-
ходзяцца ў розных паўпрасторах,-- то процілегла накі-

раванымі (аву Сб). Няхай цяпер ненулявыя вектары АВ
Э

і СЮ ляжаць па адной прамой. Калі існуе ненулявы
“ а зэвектар, які аднолькава накіраваныз вектарамі А8 і СР,
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. г
то будзем лічыць, што АВІСР; у процілеглым выпад-
а

ку -- АВ СР.
Два вектарыа, Б называюцца роўнымі (а--Б), калі

яны аднолькава накіраваныя і маюць роўныя модулі:

(а)царЛ(Іаі ы).
“З азначэння роўных вектараў вынікае, што, які б ні

быў свабодны вектар а і пункт А, можна пабудаваць

адзіны звязаны вектар АВ з пачаткам у пункце А, такі,
. а

што АВ--а. У гэтым разе кажуць, што можна перанесці
свабодны вектар а у пункт А (гл. рыс. 3.1).

Заўважым, што ў некаторых раздзелах фізікі на

паняцце вектара таксама накладваюцца розныя абмежа-
ванні. Напрыклад, пры развязанні фізічных задач, што

тычацца абарачальнага руху цвёрдага цела, вектар
аа

лінейнай хуткасці АВ вызначанага матэрыяльнага пунк-

та А нельга перамяшчаць. Такі вектар лічаць звязаным

і пункт А называюць пунктам замацавання. Разам з гэ-

тым шырока скарыстоўваюцца і свабодныя вектары,

напрыклад пры развязанні задачы знаходжання імпуль-

са сістэмы матэрыяльных пунктаў, рух якіх не абмежава-

ны ў прасторы.
У матэматычнай тэорыі, якая прапануецца чытачу

ў межах нашага падручніка, пад вектарам усюды далей
а

будзем разумець свабодны вектар, а запіс а-АВ будзе

азначаць, што вектар а заняў становішча звязанага
арна

вектара АВ.
Разгледзім яшчэ два паняцці, якія шырока скарыс-

тоўваюцца ў вектарнай алгебры.

. Вектарыа, Б, с дамовімся называць кампланарнылі,

калі існуе плоскасць, якой усе яны паралельныя. Будзем

лічыць, што нулявывектар калініярныз усякім вектарам

і кампланарныз усякімі двума.

Вуглом паміж вектарамі а і Ь будзем называць

найменшывугал, на які трэба павярнуць вектар а, каб

яго кірунак супаў з кірункам вектара Б, пры ўмове, што

вектары аднесеныда агульнага пачатку (рыс. 3.2). Вугал

абазначым ф-(а, Б). Відавочна, што 0«сфасл. Калі

(а, Б) л/2, то вектары называюцца артаганальнымі. Бу-

дзем лічыць, што 0 артаганальны кожнаму вектару.
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Рыс. 8.2

29. Лінейныя аперацыі з вектарамі. Вектары можна
складаць, адымаць, множыць на лік. Гэтыя аперацыі
называюцца лінейнымі.

Калі. вектары а і Б не калініярныя, то іх суму а--Ь
можна знайсці паводле правіла трохвугольніка (рыс.
3.3, а) або правіла паралелаграма (рыс.З.З, 0) у залежна-
сці ад таго, як размясціць іх пачаткі і канцы.

а

 

Рыс. 3.3

У задачах механікі часта даводзіцца выконваць апе-
рацыі з вектарнымі велічынямі, якія супадаюцьз азнача-
най аперацыяй складання. Напрыклад, дзве сілы 1; і і»,
што дзейнічаюць у матэрыяльным пункце пад вуглом,
замяняюць адной сілай І, якая супадае па кірунку
і даўжыні з дыяганаллю паралелаграма, пабудаванага
на сілах і; і і». Гэта азначае, што і у дадзеным выпадку
супадае з сумай вектараў: Ё--і,--і).

У якасці сумы трох вектараў а, Б, с будзем разумець
вектар, які атрымліваецца ў выніку паслядоўнага скла-
дання (рыс. 3.4, 4);

аЗЬЗсё(афс.

Сумай адвольнай канечнай колькасці вектараў а), а»,
- а, натуральна лічыць вектар аі-а,--...-а, які
замыкае ламаную лінію, утвораную зададзенымі векта-
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ыа
Рыс. 3.4

рамі (рыс. 3.4, б). Суму трох некампланарных вектараў
можна знайсці таксама паводле правіла паралелепіпеда,
калі сумясціць іх пачаткі (рыс. 3.5).

Вектар --а называецца процілеглым для вектараа,
калі --а, а накіраваныя процілегла і [--а[/--[а]. Ска-
рыстоўваючы паняцце процілеглага вектара, можна
азначыць аперацыю адымання вектараў..Розніцай векта-
раў а іЬ называецца вектар а--Б, які з'яўляецца сумай
вектараў а і -Б(рыс. 3.6).

УДА

АА
а “

Рыс. 3.5 “ Рыс. 3.6

На падставе азначэнняў няцяжка пераканацца, што
для сумы і розніцы адвольных вектараў а, Ь, с маюць
месца ўласцівасці, аналагічныя ўласцівасцям гэтых апе-
рацый для лікаў:

1) для а і Б існуе адзіны вектар а--Ь;
2) афБ-Б4Да- камутатыўнасць складання;
3) (аД.Б)Д]сБаЗ.(Ь-с) -. асацыятыўнасць скла-

дання;
4) а--0--а;

5) а(-а)ё.
Здабыткам вектара Ь і ліку с назавем такі вектар

аЬ, што:
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1) ІаБІ--[аі161;
2) аБ аднолькава накі

легла -- калі а«:0;
3) 0-5.
Для множання адвольных вектараў а, Ь на лік спра-

вядлівыя наступныя ўласцівасці:

1) для вектара а і ліку а, аве Ё, існуе адзіны век-

тар са;
2) І.а-а; ,

3) «-0-:0, веК;
4) а(Ва)-(авВ)а, а, Ве К,- асацыятыўнасць множан-

ня на лік;
5) (аЗ--В)агаа-- Ва, а, ВеК,- дыстрыбутыўнасць

у дачыненні да сумылікаў;

6) с(аЗ].Ь)--ва--вЬ, «е К,- дыстрыбутыўнасць у да-

чыненні да сумы вектараў.
ОЮ. Уласцівасці 1--3 вынікаюць з азначэння аперацыі

множання на лік. Для доказу роўнасці 4 заўважым, што

вектары с(Ва) і (аВ)а маюць аднолькавыя даўжыні,

паколькі

раваныз Ь, калі а2»О,і проці-

 

Іа(Ва)! -- ІаПваі-ІаПвПаі,
Кавуа]-- Гаваі ТаПІВПа!.

Яны аднолькава накіраваныя,бо іх кірунак у дачыненні

да кірунку вектара а вызначаецца знакам аднаго і таго

ж здабытку аВ. ;

Для доказу ўласцівасці 5 дапусцім спачатку, што

аВ»О (лікі а і В аднаго знаку). Тады

Іаа- Ва] 2 Гаа] Іва] -ТаПа!З ІВ Па[-

(аваТа ВПЦа[- Ка--В)а!.

Значыць, вектары ў правай і левай частцы роўнасці

5 маюць аднолькавую даўжыню. Акрамятаго, яны ад-

нолькава накіраваныя. Дапусцім цяпер, што авсО і,

напрыклад, 1812» Іа]. З гэтага вынікае, што «В і --а

маюць аднолькавыя знакі. Грунтуючыся на даказаным,

(а Ван (-- ада(а -Б В- в)а-- Ва,

адкуль прыходзім да высновы, што дыстрыбутыўнасць

у дачыненні да сумы лікаў праўдзіцца.

Дакажам уласцівасць б. Няхай а25»0. Калі аДЫ, то

гэтая роўнасць выпікае з падабенства трохвугольнікаў
за паа

АВС і АВС, (рыс. 3.7,а), дзе АВ-а; ВС-Б;
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Рыс. 3.7

ана шк паа

АВі,--аа; АС, «(а3-Б); В.С, вЬ.

Калі а[ІЬ, то справядлівасць уласцівасці б гаран-

туецца падабенствам трохвугольнікаў РЁР і РЕ:Е,

а ака А а

(рыс. 3.7, б), дзе ЕК--а; КЕ-Ь, РЕ--арЁ. Пры

а «2-0 сцверджанне б даказваецца аналагічна, а пры

а--0 яно відавочнае. Ў

Адзначым, што процілеглы для а вектар --а можна

разглядаць як вектар (--а.

Скарыстоўваючы дзеянне множання на лік, можна

таксама нармаваць усякі ненулявы вектар а, У выніку

чаго атрымліваем адзінкавывектар е--а [а], які накіра-

ваны аднолькава з вектарам а. .

Дзякуючы ўвядзенню аперацыі множання на лік,

можна вызначыць неабходную і дастатковую ўмовыкалі-

ніярнасці вектараў.

Тэарэма 9.1. Два вектары а іЬ (аз20, Б5:0) ёсць

калініярныя, калі і толькі калі існуе рэчаісны лік

а (4950), што
а- аб. (3.1)

Ю Неабходнасць. Дапусцім спачатку, што а і Б

накіраваныя аднолькава. Тады маюць месца роўнасці

а--Да]е і еБЬ/(Ы]. Падставім у першую роўнасць замест
з

вектара е яго выраз з другой роўнасці. Атрымаем

а- Іа]
[Б]

Калі выбраць азе [а[/!БІ, тоз апошняй роўнасці выні-

кае (3.1).
,

Магчымыі другі выпадак: вектарыаі Ь накіраваныя

процілегла. Тады

Ь.
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а калі абазначыць в25 - Іа]іЛЬ], то мы таксама атры-

маем роўнасць (3.1).

Дастатковасць. Няхай мае месца формула (3.1).

Тады, згодна з азначэннем здабытку вектара і ліку,

з гэтай роўнасці вынікае, што а[Б. п

3“. Праекцыя вектара. Прамую. Г будзем называць

“воссю, калі на ёй зададзены кірунак. Вуглом паміж

вектарам а і воссю І. (паміж дзвюма восямі І. і І)

назавем найменшы вугал Ф, на які трэба павярнуць

вектар а (вось 1.;), каб яго (яе) кірунак супаў з кірункам

восі Г. Відавочна, што гэта азначэнне адпавядае раней

пададзенаму азначэннювугла паміжвектарамі. Па ана-

логіі абазначым ф-(а, 2) (ці фы, 2.)
г

Разгледзім пэўны вектар а--АВ і пэўную вось /.З да-

памогаю перпендыкуляра спраектуем пачатак і канец
М

вектара АВ на вось І.. Атрымаем адпаведна пункты Аі, В.
а

і можам разглядаць вектар а/--А.8;, які назавем геамет-

рычнай праекцыяй вектара а на вось Г. Калі на восі

вызначаны маштаб, то можна азначыць наступнае па-

няцце.
Азначэнне 3.1. Алгебраічнай праекцыяй вектара а на

вось І, называецца даўжыня геаметрычнай праекцыіа),

якая бярэцца са знакам «плюс», калі кірунак вектара аі

супадае з кірункам восі І, і са знакам «мінус», калі

кірункі вектара а, і восі І. процілеглыя.

Алгебраічную праекцыю вектара а на вось 1. абазна-

чым Р.(а).
У далейшым мыбудзем разглядаць толькі алгебраіч-

ныя праекцыі, якія будзем называць проста праекцыямі.

Такім чынам, праекцыяй вектара на вось з'яўляецца

пэўны лік (не вектар!). Магчымы выпадкі: Ра)»

(рыс.3.8, а), Р.(а)«сО (рыс. 3.8, б), Р(а)-О (рыс. 3.8, 8).

 

а ў 8

а В

А А

ў

А, а .ё, 8 а А

Рыс. 3.8
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З азначэння З.І вынікае, што для алгебраічнай праек-

цыі праўдзіцца роўнасць

Р.(а)- [а!соз ф, (3.2)

а для геаметрычнай -

аўт Р(а)е, (9.3)

дзе е- адзінкавы вектар, які адпавядае кірунку

восі [. Улічваючы гэтыя дзве роўнасці, атрымліваем

а, Іа[соз Фе.

Для праекцый вектараў а іЬ на вось І, характэрныя

наступныя ўласцівасці:

1) калі а-Ь, то Р.(а)- Р.Б);

2) Р(а--Ь)- Р(а)Р.Б);

3) Р.(Ва)--ВРа), Ве.
С Сапраўды, сцверджанне І вынікае з роўнасці (3.2).

Роўнасць 2 атрымліваем з азначэння праекцыі вектара

на вось і азначэння сумы вектараў (рыс. 9.9), адкуль

ркаў ВІАІС13 СВ1 Рца4ь)- РцЬ),

што і даказвае ўласцівасць 2.

 

Рыс. 3.9

Дакажам цяпер роўнасць З. Няхай фас(аў1.). Калі

ВО, то з улікам формулы (3.2) маем:

Рваў ІВаІсов ф-- ВіаІсоз ф-- ВРЦА).

Калі 8-0, то вектарыа і Ва накіраваныя процілегла,

гэта азначае, што (Ва,1.)--я- Ф. Тады
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Р.(Ва) ІВа]Ісоз (п-- 90): --ВІа]соз (п- ф)-

г: ВІа][соз фаг ВРа).

Роўнасць З відавочная пры 850.

3.2. ЛІНЕЙНАЯ НЕЗАЛЕЖНАСЦЬ ВЕКТАРАЎ. БАЗІС

Іг. Лінейная залежнасць і незалежнасць вектараў.

Назавем лінейнай камбінацыяй вектараў а], а», ..., а, такі

вектар а, што

а-гВіа З Выз, 4... Ва, ВеВ, іеТя.

Лікі Ві В» ..., В называюцца каэфіцыентамі лінейнай

камбінацыі,
У дачыненні да пададзенай роўнасці кажуць яшчэ,

што вектар а раскладзены павектарах аі а»..., а,.

Азначэнне 3.2. Сістэма вектараў аі, а», ..., а, назы-

ваецца лінейна залежнай, калі існуюць рэчаісныялікіВі,

В», ..., В. не ўсе роўныя нулю, што

Віа, Б Ва»... З. Ваа,2 0. (3.4)

Калі роўнасць (3.4) выконваецца толькі пры Віза Вазе

1... В,:50, то сістэма вектараў называецца лінейна

незалежнай.
Адзначым, што паняцці лінейнай залежнасці і неза-

лежнасці вектараў характарызуюць сістэму векта-

раў, якую разглядаюць як адзіны матэматычны аб'ект,

а не самі вектары. Надалей будзем карацей гаварыць

«вектары лінейна залежныя» ці «вектары лінейна неза-

лежныя», маючына ўвазе, што такой з'яўляеццасістэма

з гэтых вектараў.

Наяўнасць сярод вектараў а, ізх І, п, хаця б аднаго

нулявога вектара прыводзіць да таго, што дадзеная

сістэма вектараў з'яўляецца лінейна залежнай. Сапраў-

ды, у гэтым выпадку перад вектарам 0 у суме (3.4) можна

ўзяць адвольныненулявылікавы каэфіцыент. Да лінейна

залежнай сістэмы мы прыходзім і ў тым разе, калі

вектарыа), а»,..., а, Ё“сп (частка зададзенай сістэмы)

ёсць лінейна залежныя.
Пададзім крытэр лінейнай залежнасці вектараў.

Тэарэма 8.2. Вектарыаі, а»,..., а, п» 1, з'яўляюцца

лінейна залежнымі, калі і толькі калі хаця б адзін з іх

ёсць лінейная камбінацыя астатніх.
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, О Неабходнасць. Няхай зададзеныя вектары
ёсць лінейна залежныя. Тады для іх выконваецца роў-
насць (3.4), прычым хоць адзін з лікавых каэфіцыентаў
у ёй ненулявы. Не абмяжоўваючыагульнасці, дапусцім,

што 8:5:0. Тады

Ва. Вз В»
гаа... ---а
Ві“? зВ В”

адкуль і вынікае, што а: -- лінейная камбінацыя векта-

а-

раў а, іа, п.

Дастатковасць. Няхай адзін з вектараў, напры-

клад а), ёсць лінейная камбінацыя астатніх:

а, зе Вга»-Ь Вэаз Р... Ва, ВіеК, іса, п.

З гэтай роўнасці атрымліваем

а- Ва,

-

Ваз... --Ваа,22 0,

прычым каэфіцыент пры а, няроўны 0.

Высветлім геаметрычны сэнс лінейнай залежнасці

сістэмы ненулявых вектараў а», із, п, калі пі,

2, З, 4.
З азначэння лінейнай залежнасці вынікае, што сістэ-

ма з аднаго вектара а; лінейна залежная толькі ў тым

выпадку, калі а:з5-0.
Тэарэма 8.3. Для таго каб два вектары былі лінейна

залежнымі, неабходна і дастаткова, каб яны былі калі-

ніярнымі.
(2 Калі а Та», то, згодна з тэарэмай 3.1, маем а,-з Ва»,

адкуль а;- Ва»--0. Гэта і азначае лінейную залежнасць

вектараў. Наадварот, калі а; і а» лінейна залежныя, то

Віа, З Ва», дзе хаця б адзін з лікавых каэфіцыентаў

ненулявы, напрыклад В»550. Тады аг (Ві/В82)а,, што

эквівалентнае калініярнасці вектараў аі, а.

З тэарэмы 3.3 вынікае, што геаметрычны сэнс ліней-

най залежнасці двух вектараў на плоскасці палягае ў іх

калініярнасці. '

Значыць, сказаць, што «вектары калініярныя» ці

«вектары лінейна залежныя»,-- гэта ўсё роўна. Адпа-

ведна раўназначнымі з'яўляюцца выразы «некалініяр-

ныя вектары» і «лінейна незалежныя вектары».

Тэарэма 9.4. Для таго каб тры вектары былі лінейна

залежнымі, неабходна і дастаткова, каб яны былі кам-

планарнымі.
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СО Неабходнасць. Няхай вектарыа), аг, аз ліней-

на залежныя. Тады, згодна з тэарэмай 3.2, хаця б адзін

з іх ёсць лінейная камбінацыя астатніх, напрыклад

азе Ва; -Ь Вга». Але з гэтай роўнасціі вынікае, што вектар

аз ляжыць у адной плоскасціз а: і а, паколькі ён з'яўляец-

ца сумай вектараў В.а; і Вга» такіх, што Ва аі, Вга»Іа»

(рыс. 3.10).
А, 0 Я,

а а, А,

Рыс. 3.10

Дастатковасць. Няхай аі, а» аз - кампланар-

ныя вектары. Дапусцім, што некаторыя два з іх калі-

ніярныя, напрыклад а,Та-. Тадыіснуе /К, ХЭЕ0, што

а,--Ла.. Гэтую роўнасць можна перапісаць у выглядзе

' 0-а;--а»- лаг,

адкуль прыходзім да высновы, што вектары лінейна

залежныя.
Няхай цяпер сярод трох вектараў няма калініярных.

Перанясем усе вектары на адну плоскасць і замацуем іх

пачаткі ў пункце О (гл. рыс. 3.10).

Правядзем праз канец Аз вектара аз прамыя, пара-

лельныя вектарам а; і а». У выніку лерасячэння атры-

маем пункты А; і А». Відавочна, што

аз-ЕбА,ОА. (3.5)

най раная

аа

. .

Але па пабудове аІОА, і аьІОА», значыць, існуюць такія

- - е ' гах А-а -

ненулявыялікі В; і В», што ОА,--Ваа,, ОД, Выа». Уліч-

Сваючы гэтыя два стасункі, з роўнасці (3.5) маем

аз-- В.а, 5 Ва», адкуль атрымліваем

Віа, -Е Вэа»-- аа.

Паколькі каэфіцыенты ў апошняй роўнасці ненуля-

выя, то гэта і азначае лінейную залежнасць вектараў

аі, а,, а. Ю
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З тэарэмы 3.4 вынікае, што з гледзішча геаметрыі

лінейная залежнасць трох вектараў у прасторыэквіва-

лентная іх кампланарнасці.
Тэарэма 8.5. Усякія чатыры вектары прасторы ёсць

лінейна залежныя.
ОЮ Няхай сярод зададзеныхвектараўа], аг, аз, аг маем

тры кампланарныя (лінейна залежныя), напрыклада»,

аз, а]. Тады, згодна з тэарэмай 3.4,

Вэа» З: Взаз-Ь Ваа,А,

адкуль прыходзім да роўнасці

0.а, З Вас ЗС Взаз- Вааг0.

Яна і азначае лінейную залежнасць дадзеных чатырох

вектараў. .

Дапусцім, што сярод вектараў аі, а», аз, аг маем тры

некампланарныя (лінейна незалежныя) вектары, напры-

клад а), а», аз. Адложым усе чатырызададзеныя вектары

з аднаго і таго ж пункта О (рыс. 3.11). Праз пункт А,

 

А,

Рыс. 3.11

(канец вектара а,) правядзем тры плоскасці, паралель-

ныя адпаведна плоскасцям, якія вызначаюцца парамі

вектараўа; і а», агі ай а: і аз. Абазначым праз Аі, А» Яз

пункты перасячэння гэтых плоскасцяў з прамымі, на якіх

ляжаць адпаведна вектарыа], а», аз. У выніку пабудовы

атрымліваем паралелепіпед з дыяганаллю а4.

З азначэння сумы трох вектараў маем

а,ОА,ОА, ОА». (3.6)

5 В. Русак і інш.
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Улічваючы калініярнасць, прыходзім да высновы, што

аа аа ан

а

ОА, Ва, ОА» Ва», ОАзА Вза». (3.7)

дзе Ві, В», Вас К; В.520; 1:-

Т,

5. Са стасункаў(3.6)і (3.7)

вынікае :

а, Віа, ЗЕ Ваа» З. Взаз

ці, тое сама,

Віа;-- Вьа- з Взаз--а0.

Апошняя роўнасць азначае лінейную залежнасць векта-

раў, бо каэфіцыенты ненулявыя. 0

99, Базіс. У ў З.І мы нагадалі задачу, у якой дзеянне

дзвюх сілаў і; і і» замянялася адной вектарнай велічы-

нёй -- сілай і. У механіцы часта даводзіцца развязваць

і адваротную задачу - замяняць дзеянне адной сілы

і дзеяннем дзвюх іншыхсілаўі;і і), кірункі якіх зададзе-

ныя. У такім выпадку гавораць, што сілу і трэба раскла-

сці па двух пэўных кірунках. Пададзім дзве тэарэмы,

якія тычацца магчымасці раскладання вектара па зада-

дзенай сістэме вектараў на плоскасці і ў прасторы.

Тэарэма 3.6. Усякі вектар плоскасці можна адзіным

чынам раскласці па двух некалініярных вектарах.

[2 Няхай зададзены два некалініярныя вектарыа;

і а. Для доказу магчымасці раскладу вектара аз па

вектарах а; і а» сумясцім пачаткі ўсіх трох вектараў

у адным пункце О. Зробім такую ж пабудову, як пры

“доказе тэарэмы 3.4 (гл. рыс. 3.10). У выніку атрымаем

для вектара аз выяўленне

аз-егВіа,-- Ва, Вы, ВэсеК. (3.8)

Каэфіцыенты Ві, «В» вызначаюцца адназначна. Са-

праўды, калі дапусціць, што існуе яшчэ выяўленне

БедаМа»

то І

0::8-БВ;-Ма; ЗЕ (Ва

-

Аг)а».

Паколькі паводле ўмовыаі, а» ёсць лінейна незалежныя

(некалініярныя), то Ві--Аз20, Вэ-Лз0 ці Ві,

ВА.
Вынік. Усякія тры вектары на плоскасці лінейна

залежныя.
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а Сапраўды, калі два з трох вектараў аі, а», аз

калініярныя,то ўсе трывектарылінейна залежныя.Калі

няма калініярных вектараў, то кожныз іх можна раскла-

сці па двух іншых. Напрыклад, калі для а, атрымана

выяўленне (3.8), то

Віа, З: Ва,-аз.

Апошняя роўнасць адпавядае лінейнай залежнасці зада-

дзеных вектараў.

Тэарэма 9.7. Усякі вектар прасторы можна адзіным

чынам раскласці па трох некампланарных вектарах.

ОЮ Няхай а), а», аз -- адвольныя некампланарныя век-

тары. Для доказу магчымасці раскладання вектара а, па

вектарах а), а», аз адложым усе чатырывектарыз аднаго

і таго ж пункта О. Зробім далейшую пабудову, як пры

доказе тэарэмы3.5 (гл. рыс. 38.11). Атрымаем выяўленне

а, Віа; З Вэа»-Б Взаз, Ве В, і,З.

Адзінасць такога раскладу вектара а, па вектарах аі,

а», аз даказваецца метадам ад процілеглага, як гэта было

зроблена пры доказе тэарэмы 3.6. І

Падвядзем вынік усяму сказанаму. Лінейна незалеж-

ная сістэма на прамой складаецца з аднаго ненулявога

вектара. Калі мы выбіраем на прамой два вектары, то

такая сістэма будзе ўжо лінейна залежнай, таму што

вектары калініярныя. На плоскасці лінейна незалежныя

сістэмы ўтвараюць два некалініярныя вектары. Адволь-

ныя тры вектары на плоскасці ёсць ужо лінейна за-

лежныя. У прасторы існуюць лінейна незалежныя сістэ-

мы вектараў, якія складаюцца з трох некампланарных

вектараў. А вось усякія чатыры вектары гэтай прасторы

з'яўляюцца ўжо лінейна залежнымі. Значыць, максі-

мальная колькасць лінейна незалежных вектараў на

прамой -- адзін, на плоскасці -- два, у прасторы-- тры.

Адпаведна гэтаму, мноства ўсіх вектараў на прамой

абазначаецца В!', мноства ўсіх вектараў на плоскасці --

В?, мноства ўсіх вектараў у прасторы -- ВЗ,

Азначэнне 3.3. Базісам на плоскасці называецца ўпа-

радкаваная сістэма з двух некалініярных вектараў.

Азначэнне 3.4. Базісам ў прасторы называецца ўпа-

радкаваная сістэма з трох некампланарных вектараў.

Адзначым, што лінейная незалежнасць сістэмыз'яў-

ляецца агульнай уласцівасцю як для базіса на плоскасці,

так і для базіса ў прасторы. З тэарэмы 3.б атрымліваем,
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што ўсякі вектар з В? можна адназначна раскласці па

базісных вектарах. Аналагічна кожнывектар х з Б”, як

сцвярджае тэарэма 9.7, адназначна раскладаецца па

базісных вектарахе), е», ез прасторы; У выніку атрымлі-

ваем расклад вектара х па базісе іе, е» ез]:

х-- хе, ў Хае» З Хзёз. (3.9)

Лікі хі, х, хз называюцца каардынатамі вектара

Хх у дадзеным базісе, што запісваюць таксама ў выгля-

дзе х-- (хі; Хэ; хз). Вектар плоскасці мае адпаведна дзве

каардынаты.
Увядзенне базіса на прамой, плоскасці і ў прасторы

дазваляе, найперш, вызначыць для вектараў лінейныя

аперацыі ў каардынатнай форме. Разгледзім гэта на

прыкладзе прасторы ВЗ. Няхай зададзеныбазіс (е), е»ез),

па ім раскладзены два вектары--х (гл. формулу

(39)) іу: ц.

узе:Т ўэе»З ўзез. (3.10)

Дададзім роўнасць (3.9) да (3.10) паскладова і згру-
пуем складнікі, атрымаем

ху(хі)еі Ў (хэше»ЗЬ (аз 4 ўз)ез

ці, тое сама,

Х-ЕУ(хі. Ху хз ЧЕ з). (3.1)

Такім чынам, кожная каардыната сумы вектараў
у некаторым базісе роўная суме адпаведных каардынат
складнікаў у гэтым жа базісе.

Памножым вектар х выгляду (3.9) на лік Л, атрымаем

Ах зе (Ахі)е, К. (Аха)е» ЧЕ (Алз)ез

ці

Ах (Ах; Ахаў Ала). (3.12)

Такім чынам, кожная каардыната вектара 4х у нека-
торым базісе роўная здабытку ліку Х і адпаведнай
каардынаты вектара х у гэтым базісе.

Улічваючы адвольнасць выбару базіса, прыходзім да
высновы, што правілы дзеянняў з каардынатамі для
сумывектараў і множанняна лік з'яўляюцца агульнымі.

Разгледзім выпадак, калі хз-у, дзе вектары маюць
адпаведна расклады (3.9) і (3.10) па адным і тым жа
базісе. Знойдзем розніцу гэтых вектараў (ад роўнасці
(3.9) адымем (3.10));
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0--х--узЕ(хі-еі З. (хе- »)е»Ў (Хз- Уз)ез.

Паколькі базіс (е, е» ез] ёсць лінейна незалежная
сістэма, апошняя роўнасць магчымая толькі ў тым вы-

падку, калі ўсе лікавыя каэфіцыенты нулявыя, адкуль

атрымліваем хі-- у), Хоча У» Хзз Уз, Г. ЗН. роўныя вектары

маюць роўныя каардынаты.
Няхай зададзены ненулявыявектарых і у раскладамі

(3.9) і (3.10), прычым ху. Тадыіснуе Л'е2К, такі, што

уках(Ак(ае, (3.13)
Улічваючыформулы (3.10) і (3.13), атрымліваем роў-

насці:

Музаў), Ахуст У», АхзчеЦ, (3.14)

якія даюць нам

х/уу зн ХаЦэ Ха/Мзь (3.15)

адкуль вынікае, што каардынаты калініярных вектараў

прапарцыйныя.
У стасунках (3.15) лічым ў:5:0, усзеО, узяеО. Калі

хаця б адна з каардынат вектара у нулявая, то судачы-

ненні паміж каардынатамі калініярных вектараў х і у

можна запісаць у выглядзе (3.14).

Адзначым, што прапарцыйнасць каардынат (3.15) (ці

(3.14)) ёсць неабходнаяі дастатковая ўмова калініярнас-

ці вектараў. :

Мыразгледзелі выпадак, калі вектарыз В? расклада-

юцца па пэўным базісе. Відавочна, што да аналагічнай

высновы наконт дзеяння з каардынатамі можна прыйсці

і тады, калі разглядаюцца вектары і базісы на плоскасці

і на прамой.

3.3. СІСТЭМЫ КААРДЫНАТ

1”. Паняцце афіннай сістэмы каардынат. Увядзенне

базіса на плоскасці і ў прасторы дае магчымасць (як мы

адзначалі вышэй) перайсці ад дзеяння з вектарамі да

дзеяння з іх каардынатамі. Паколькі базісаў бясконца

многа, а базісныя вектары разумеем як свабодныя,

узнікае неабходнасць зафіксаваць пэўны базіс і пэўны

пункт плоскасці ці прасторы, У якім будуць замацаваныя

базісныя вектары. Такім чынам, мы прыйдзем да сістэмы

каардынат.
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Разгледзім паняцце сістэмы каардынат на плоскасці.

Выберам два некалініярныя вектарые), ёх, якія і прымем

за базісныя(е, -- першывектар базісу, е; -- другі). За-

фіксуем пэўны пункт О зададзенай плоскасці і назавем

яго пачаткам каардынат. Ад пункта О адложымвектары.

Э А . .

ОЕі--еі, ОЕ»2--е, і правядзем прамыя, якім належаць

ае

адпаведна вектары ОЕ; і ОЕ,. Выберам на атрыманых

прамых дадатныя кірункі, якія будуць супадацьз кі-

рункамі вектараў е; і е». Атрымаем дзве каардынатныя

восі (рыс. 38.12). У выніку такіх дзеянняў пабудавана

афінная ці агульная дэкартава сістэма каардынат

(О; е; е.) на плоскасці.

А

 

Рыс: 3.12

Заўважым, што парадкаванне вектараў базіса(е), е»
з'яўляецца істотным момантам сістэмы каардынат. Усю-

ды надалей будзем разглядаць правыя сістэмы каарды-

нат на плоскасці, г. зн. найменшы паварот першага

базіснага вектара е; да. кірунку другога вектара е»

ажыццяўляецца супраць руху гадзіннікавай стрэлкі (для

левых сістэм гэты паварот здзяйсняецца па руху гадзінні-

кавай стрэлкі).
Няхай а- некаторы вектар плоскасці. Пабудуем
г аца а

вектар ОА, такі, што ОА--а. Раскладзем вектар ОА па

базісе (е), е.], атрымаем

а--ауе; З азе», . (3.16)

зэ а
дзе а!ёі 2: ОА]; аеОА» (гл. рыс. 3.12). Лікі а, і а»

называюцца афіннымі ці агульнымі дэкартавымі каарды-
натамі вектара а у сістэме (О; еі, е.,), прычым [аі] -- гэта
даўжыня адрэзка ОДі, якую вымералі з дапамогаю
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маштабнага адрэзка ОЕ,, [а,] - даўжыня адрэзка ОА,
у дачыненні да даўжыні маштабнага адрэзка ОЕ)..Уліч-

ваючы расклад (3.16), можам запісаць: а-(а) а,).

Пачатковы пункт О афіннай сістэмы каардынат дзе-

ліць восі на дзве паўпрамыя,якія называюцца паўвосямі.

Кірункі дадатных паўвосяў супадаюць адпаведна з кі-

рункамі вектараў е; і е». Адмоўныя паўвосі маюць

кірункі, процілеглыя тым, якія маюць вектарые, і е.

У сувязі з гэтым адзначым, што ў раскладзе (3.16) знакі

каардынат аі, а» вызначаюцца тым, на якой паўвосі

- з» аа е А-а

ляжаць накіраваныя адрэзкі ОА; і ОА; (гл. рыс. 83.12).

Аналагічна ўводзіцца афінная сістэма каардынат

(О; е), е, ез] У прасторы(рыс. 98.13): фіксуем упарадка-

ваную сістэму з трох некампланарныхвектараў е, е»,ёз

 

Рыс. 3.13

і пункт О (пачатак каардынат); пераносім вектарые),ё»

ез у пункт О і праводзім каардынатныя восі. Як і для

сістэм каардынат на плоскасці, у прасторы можна раз-

глядаць правыя і левыя сістэмы каардынат. У межах

нашага падручніка будуць разглядацца толькі правыя

сістэмы10; е), е», ез]: з канца трэцяга базіснага вектара

ез найменшы паварот вектара е, да кірунку вектара е»

назіраецца як паварот супраць руху гадзіннікавай

стрэлкі. -

“Няхай а- адвольны вектар прасторы. Пабудуем

паа рае

вектар ОА, такі, што ОА--а (перанясем а у пункт 0).
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Раскладзем яго па базісе (е, е», ез] і атрымаем выяўленне

а--аге; Б азеазе (3.17)

сч а

прычым Іа зе 104. /1е,!, Та 104/16, 11

ОДІе.! (гл. рыс. 3.13). Знакі лікаў аг, а», а» зале-
«шаа

жаць ад таго, які кірунак маюць вектары ОА), ОА», ОА,

у дачыненні да кірунку вектараў е], е», ез адпаведна(на

дадатнай ці адмоўнай паўвосі яны ляжаць). Лікі а], а», аз

называюцца афіннымі (агульнымі дэкартавымі) каарды-

натамі вектара а у прасторы. Улічваючы роўнасць(3.17),

можна запісаць агХа);а»; аз). "

Афінную сістэму каардынат на прамой атрымліваем,

калі зафіксуем пэўны пачатак О і адложым ад яго

некаторы вектар е.
Відавочна, што кожнывектар на прамой мае адзіную

каардынату, якая вызначаецца з улікам яго даўжыні

і кірунку ў дачыненні да даўжыніі кірунку базіснага

вектара е.
У выніку ўсяго сказанага дадзім

Азначэнне 3.5. Афіннай ці агульнай дэкартавай сістэ-

май каардынат у прасторы (на прамой, на плоскасці)

называецца сукупнасць пункта і базіса гэтай прасторы

(прамой, плоскасці). '

Улічваючы той факт, што расклад усякага вектара

ў афіннай сістэме ёсць расклад вектара па базісе,

лінейныя аперацыі з вектарамі ў каардынатнай форме

здзяйсняюць па правілах, вызначаных у ў 3.2. Захоўва-

юцца і такія ж стасункі паміж каардынатамі роўных

і калініярных вектараў.
29. Дэкартава прамавугольная сістэма каардынат.

Афінныя сістэмы каардынат ужываюцца радзей, чым

спецыяльны клас такіх сістэм -- дэкартавы прамаву-

гольныя сістэмы каардынат. Такія сістэмы шырока ска-

рыстоўваюцца не толькі ў вышэйшай матэматыцы, “але

і ў элементарнай.
Дадзім апісанне дэкартавай прамавугольнай сістэмы

каардынат з пазіцый вектарнай алгебры. Для пабудовы

такой сістэмы бяруць ортаўнармаваныбазіс,г. зн. базіс,

вектары якога папарна артаганальныя і па даўжыні

роўныя адзінцы.
Азначэнне 3.6. Афінная сістэма каардынат, якая мае

ортаўнармаваныбазіс, называецца дэкартавай прамаву-
гольнай сістэмай каардынат.
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Разгледзім дэкартаву прамавугольную сістэму. ка-
ардынат у прасторы. Для яе пабудовы выберам пункт
О (пачатак сістэмы каардынат) і правядзем праз яго тры
ўзаемна перпендыкулярныя восі: Ох (вось абцыс), Оу
(вось ардынат), Ог (вось аплікат). На кожнай з дадзе-
ных восяў ад пачатку каардынат адложым адрэзкі ОЕ,,

ОЕ,, ОБ. адной і той жа даўжыні, прымем іх даўжыню за
адзінку: ОЕ,06-06! (рыс. 3.14). Атрыманыя
адзінкавыя адрэзкі разгледзім як накіраваныя, прычым
іх кірункі супадаюць адпаведназ кірункамі восі Ох, Оу,

ха А шэ

Оз. Абазначым іБОЁ), і--ОЕ,, КБ ОЕ.. Відавочна, што

вектарыі, і, К лінейна незалежныя, бо яны некампла-

нарныя. У якасці базіса дэкартавай прамавугольнай

сістэмы каардынат у прасторыразгледзім вектарыі, ў, К,

якія назавем ортамі. Вектар і будзем лічыць першым,

ў другім, К -- трэцім вектарам і дамовімся, што нада-

лей тройка вектараў 4і, ], К) мае правую арыентацыю.

Такім чынам, мы пабудавалі ў прасторы дэкартаву

прамавугольную сістэму каардынат, якую абазначаюць

20; і, і, К] альбо Охуг (гл. рыс. 3.14). Яна з'яўляецца
прыватным выпадкам афіннай сістэмы каардынат. Таму

ўсё сказанае пра афінныясістэмызастаецца справядлі-

вым і для дэкартавай прамавугольнай сістэмы каар-

дынат.

   
 

Аз(0;0;га)

А.(0:ц, 70)

Рыс. 3.14
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Плоскасці, якія праходзяць праз пары каардынатных

восяў, называюцца каардынатнымі плоскасцямі. Усяго іх

маецца тры: хОу, хОз, уОг. Плоскасць хОу падзяляе

прастору на дзве паўпрасторы. Пункты адной паўпрасто-

ры характарызуюцца ўмовай 20, а другой--

220. Для пунктаў самой плоскасці хОу справядліва

роўнасць 2-0. Аналагічна на дзве паўпрасторы дзеліць

усю прастору плоскасць хОг, а таксама уОг.

Усе каардынатныя плоскасці разам падзяляюць пра-

стору на восем частак -- актантаў. Два звязаныя векта-

ры належаць аднамуі таму ж актанту, калі І толькі калі

ўсе тры іх каардынаты маюць аднолькавыя знакі.

Відавочна, што ортыі, і], К у разгляданай сістэме

каардынат 20; і, ў, К] маюць каардынаты і-Е(1; 0; 0), ў

2-(0; 1; 0), кК--(0; 0; 1). Адвольнывектар а можна рас-

класці па базісных вектарах (гл. рыс. 3.14);

ааруЖа. (3.18)
Пры гэтым каардынаты вектара а ёсць праекцыі

гэтага вектара на восі: Рода) ха, Рода)з2 М.а Рода)Ёг.

Магчыма і наадварот: для зададзенай тройкі рэча-

існых лікаў х., У, 2г можна пабудаваць адзіны вектар

прасторы (для лікаў Х., У» 2г Спачатку будуюць адпа-

ведныя геаметрычныя праекцыі, а затым сам вектара як

дыяганаль паралелепіпеда). Такім чынам, з дапамогаю

дэкартавай сістэмы Охуг можна задаць узаемна адна.

значную адпаведнасць мноства вектараў з прасторы К

і мноства ўпарадкаваных троек лікаў.
г

Назавем радыусам-вектарам пункта А вектар ОА-

гл, пачатак якога супадае з пачаткам О сістэмы каарды-

нат, а канец- з пунктам А. Значыць, кожнаму пункту

прасторы можна паставіць у адпаведнасць яго радыус-

вектар і наадварот. Гэта адпаведнасць з'яўляецца ўзаем-

на адназначнай.
а

Каардынатывектара ОА ёсць праекцыігэтага векта-

ра на восі. Велічыні такіх праекцый поўнасцю вызнача-

юцца тым, куды праектуецца пункт А (канец вектара).

Гэта азначае, што каардынатывектара гаОА з'яўля-

юцца адначасова каардынатамі пункта А. У сувязі з усім

сказаным мы будзем называць тройку рэчаісных лікаў

(ха у2) пунктам А, які мае гэтыя лікі сваімі каардына-

тамі, ці радыусам-вектарама, які мае гэтыялікі сваімі

праекцыямі на восі (каардынатамі). Запіс В“ будзе
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адначасова абазначаць мноства вектараў прасторы, мно-
ства пунктаў гэтай прасторыці мноства ўпарадкаваных
троек лікаў. У кожным канкрэтным выпадку будзе зразу-
мела, пра якое мноства ідзе размова.

Аналагічна ўводзіцца дэкартава прамавугольнаясі-
стэма каардынат (0;і, і] на плоскасці. Другое яе абазна-
чэнне Оху адпавядае назве восяў Ох і Оу. Базіснымі
вектарамі гэтай сістэмы з'яўляюцца орты і--(І; 0),
150; 1). Кожнывектар аь(х; уг) плоскасці мае расклад

ахі, дзе х, у,--праекцыі вектара а на вось

абцыс Ох і вось ардынат Оу адпаведна.
З дапамогаю сістэмы(0;і, Я можна задаць адназнач-

ную адпаведнасць паміж мноствам вектараў плоскасці,
мноствам пунктаў плоскасці і мноствам упарадкаваных
пар лікаў. Кожнае з гэтых мностваў паводле пададзенага

раней абазначаецца К”.

Заўвага З.І. Узаемна адназначная адпаведнасць вектараў,

упарадкаваных набораў з л рэчаісных лікаў (п--2, 3) і пунктаў пло-

скасці ці прасторы можа быць атрымана з дапамогаю ўсякай фіксава-

най афіннай сістэмы каардынат.

3”. Пераход ад вектарных дачыненняў да каарды-

натных. Разгледзім выпадак прасторы К”. Паколькі па-

між мноствам вектараў і мноствам упарадкаваных троек

лікаў існуе ўзаемна адназначная адпаведнасць, можна

разглядаць пераход ад вектарных дачыненняў да ка-

ардынатных, што з'яўляецца мэтазгодным з практычнага

пункту гледжання.
На аснове тэарэмы пра квадрат дыяганалі прамаву-

гольнага паралелепіпеда для вектара(3.18) атрымліваем

формулу даўжыні вектара:

Іа Мага. (3.19)

Згодна з формулай (3.11), сума вектара а--(ха; Ус: 2)

і вектара Б-(ху ць г.) у каардынатнай форме мае

ВЫГЛЯД ,

ав(кХх ВаУн 2-2»). (3.20)

Здабытак вектара а і ліку Х на падставе формулы

(3.12) запішацца ў выглядзе

Ма-(Аха; Му; Аг). (3.21)

З формул (3.20) і (3.21) пры 1-- - І атрымліваем, што

каардынаты розніцы вектараў а і Б выражаюцца фор-

“мулай
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а--БЕ(х,--Хы Цабы Ёа” 2),

адкуль для а--б маем Хост Хь УасУь Вас8 ,

Калі а[Ь, то каардынаты вектараў прапарцыйныя,

што ўжо адзначалася для адвольнага базіса (гл. формулу

(3.14)).
: гэ

Высветлім, якія каардынатымае вектар АВ, калі

зададзены каардынатыяго пачатку Й(хд; ўд; гд) і канца
! аа

Віхл; Уні 2в). Для гэтага разгледзім радыусы-вектары ОА

і О8 пунктаў А і В (рыс. 3.15). З азначэння розніцы

 

Рыс. 3.15

. . м м мок .

вектараў атрымліваем АВА 08 -- ОА ці, у каардынат

най форме,

паа

АВ (ха-ха; Ув-- Ча; Ев РА);

для атрымання каардынат вектара неабходна ад каарды-

нат яго канца адняць адпаведныя каардынаты пачатку.

Згодна з формулай (3.19), даўжыня такога вектара

выразіцца наступным чынам:

АВ Даас скаў(уваАЎава.
Разгледзім наступную задачу. Дадзены два пункты

А(хл; ўл; га) і В(Хві Ув; ёв). Трэба знайсці каардынаты

пункта М(Худ; Ум: 2м), які дзеліць адрэзак АВ у зададзе-

ным тасунку 4: АМ/МВАа.
Паколькі АМ і МВ -- даўжыні аднолькава накірава-

ных адрэзкаў ам і МЕ (гл. рыс. 3.15), то АМ-МВ. Але
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, . м е
з азначэння розніцы вектараў маем МВА 08--ОМ. На
падставе гэтых дзвюх роўнасцяў атрымліваем

кча а.
АМАХОВ--ОМ). (3.99)

. . А а,
Далей скарыстаем той факт, што ОАЗ- АМ-- ОМ. Апош-
няя сума з улікам стасунка (3.22) набывае выгляд

аа А анала
ОА-ХОВ- 0М)- ОМ.

Пераўтвараючы апешні выраз, прыходзім да роўнасці

(І--МОМА ОАЧ 708, адкуль атрымліваем.

О Г (ОА--хОВ

На падставе азначэнняў (3.20) і (3.21) аперацый з векта-
рамі ў каардынатнай форме з апошняй роўнасці атрым-

ліваем наступныя формулы для каардынат пункта М(ху;
ум 2м), які дзеліць адрэзак АВ у тасунку 4:

х С ака С ВаМія ж с Ва Ав

Мара” ўм рр” М ІА"
 
 (3.23)

Відавочна, што яны справядлівыя, калі 156 1.

Як прыватны выпадак з судачыненняў (3.23) вынікае,

што каардынатысярэдзіныадрэзку (42- 1) знаходзяць па
формулах:

1 1 Оі у
Ху(Хат Хв), Мые (Ца Ув), 2мэз(га 2в).

Кіроўнымі косінусамі вектара называюцца косінусы

вуглоў а, В, ў, якія ўтварае дадзенывектар з каарды-

натнымі восямі. Для вектара а-(х; уз га) паводле

азначэння праекцыі на восі (формула (3.2)) маем:

хась ]а]сов а, уе [аісоз В, газе Іаісоз ў. (38.24)

З роўнасцяў (3.24) і (3.19) вынікаюць формулы для

кіроўных косінусаў вектара а:

соз асе ха/ “Уха-руа- га,

сов Вану,/ Манга,” (3.25)

со8 рэка,/ Ужааа.
ЕЗ!



«Калі абедзве часткі роўнасцяў (3.25) падвысіць у квадрат

і скласці, атрымаем

сов? а,-- сов? В соз? ў 221,

г. зн. сума квадратаў кіроўных косінусаў усякага векта-

“ра роўная адзінцы.

З формул (3.24) для адзінкавага вектара е маем

е--(соз а; соз В; соз 7). (3.26)

Заўвага 3.2. Для вектара на плоскасці справядлівыя ўсе

пададзеныя вышэй судачыненні ў каардынатнай форме з тым толькі

адрозненнем, што ва ўсіх формулах адсутнічае трэцяя каардыната.

Даказваюцца яны аналагічна.

49. Пераўтварэнне дэкартавых каардынат 'на пло-

скасці. Няхай на плоскасці зададзены дзве дэкартавы

прамавугольныя сістэмы каардынат 10; і, і; (ОБ і, і

у якіх ШШНІ1. Першую сістэму будзем

лічыцьстарой, зададзенай першапачаткова, а другую --

новай, да якой здзяйсняецца пераход. Будзем лічыць

таксама, што адвольны пункт М плоскасці ў старой

сістэме мае каардынаты (х; у), а ў новай -- (хі; и).

Разгледзім тры віды пераўтварэнняў сістэмы(О;і, ў]

у сістэму (05 і» ў]
1. Калі базіс новай сістэмы звязаныз базісам старой

у стасунку і,:2і, 1,2] (пункты О і О, розныя), то кажуць,

што новая сістэма каардынат атрыманаса старой з дапа-

могаю паралельнага пераносу. Знойдзем формулы пера-

ўтварэння каардынат пункта пры пераходзе ад адной

сістэмы да другой з дапамогаю паралельнага пераносу..

З геаметрычных меркаванняў маем (рыс. 83.16)

а а
ОМ-001--О.М.

Калі пункт О;у сістэме (О;і, і] мае каардынаты(а; 6), то
апошняя роўнасць у каардынатнай форме набывае

выгляд

усе у В. (327)

Роўнасці(3.27) называюцца формуламі пераўтварэн-
ня каардынат пры паралельным пераносе каардынатных
восяў.

9. Няхай повая сістэма (0; і), і] атрымана са старой
(О; і, ў у выніку павароту апошняй у дачыненні да па-
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Рыс. 3.16

чатку каардынат О навугал ф(пункты 0 іО; супадаюць).

Няцяжка ўбачыць (рыс. 3.17), што: (і, і])зФ, (і, 1)

з л/2- Ф, (ў, дзее,(і, і)за/2--Ф. На падставе азна-

чэння сумы вектараў, а таксама формул (3.2) і

(3.3) атрымліваем

і, сов Фі- созЯ

]; г. сов (п/2--Ф)і 4 со5 Фў

ці, тое сама,

ч 2» со5 зір сіп Ф], (3.28)
ў, гг з зіпфі З: соз ф]. '

Згодна з азначэннем дэкартавых каардынат,

а е е - “

Ом хіціміі.

 
“рыс. 8.17



Падставім у апошнюю роўнасць замест вектараў і, ], іх

выяўленні з сістэмы (3.28). Атрымаем

Ау]:х(сов Фі-рвіп Ф])--у(- зіп фі-сов 9]),
адкуль для каардынат роўных вектараў маем

Хх; со5 ф--у: 5іп ”

ўза хі звіп Ф-- у; сов Ф. (3.29)

Роўнасці (3.29) называюцца формуламі пераўтварэн-

ня каардынат пры павароце каардынатных восяў на

вугал Ф у дачыненні да пачатку каардынат.

З. Калі новая сістэма каардынат стасуецца са старой

у адным з чатырох варыянтаў:

іі і-і 15] і--]
а . 9 ц 9 . 9 .
д- дзё д п-

то кажуць, што сістэма (0; і, і) атрымана шляхам
змянення арыентацыі (пераарыентацыі) каардынатных
восяў сістэмы10;і, ў] (рыс. 3.18). Можна лёгка перака-
нацца, што для кожнага з гэтых чатырох выпадкаў

а б 6. г

.. І. р.

б г б г б г. 0 /
д,!8, і, 4 б ' а .

4 І . і,

і, б, б, “Я, '

Рыс. 3.18

справядлівыя адпаведна наступныя формулы пераўтва-
рэння каардынат пры пераарыентацыі восяў:

ХХ, Х-ХІ, ы шыа] С“ 9] ” М“ в) ХаЦ, 9 Хх СЮ

ўз ў, усх ўза Хх.

(3.30)
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Заўважым, што ў кожным выпадку а--г са ста-
сункаў (3.30) новая сістэма каардынат не можа быць
атрымана са старой з дапамогаю павароту ці пераносу
старой сістэмы, паколькі ў гэтым разе мяняецца ары-
ентацыя сістэмы каардынат з правай на левую.

Адзначым таксама, што паралельны перанос, паварот
і пераарыентацыявосяў(і толькі гэтыя пёраўтварэнні) не
мяняюць даўжыню базісных вектараў сістэмы каардынат
ні тады, калі яны прымяняюцца паасобку,ні тады, калі

паслядоўна.
Разгледзім падрабязна выпадак паслядоўнага скары-

стання некалькіх пераўтварэнняў. Няхай новая сістэма
атрымліваецца са старой у выніку паралельнага пера-

носу каардынатных восяў, павароту іх на вугал Ф
(рыс. 3.19, а) ці дадаткова яшчэ і пераарыентацыі восяў
(рыс. 38.19, 6). Гэта азначае, што спачатку мы здзяйсняем

 

Рыс. 3.19

пераход ад сістэмы(0; і, і] да сістэмы (Оріў, ў), а за-

тым -- да (05 і, ў) о рыс. 3.19). Няхай каардынаты

пункта М у сістэме (01 і) ў] будуць (х; уі). Тады

Оммій. (331)

Разам з тым (гл. рыс. 3.19)

; :, паеў, .
у соз фіі-Г 5іп Фі, “3.39)

ў, з. сов (фае л/2)й1ЗЕ віп (ФЕ л/2); М

ці на падставе формул прывядзення

ў,5 зр'віп фіг: сов Фі», (3.38)

дзе верхні варыянт знакаў у роўнасці (3.33) адпавядае
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выпадку, адлюстраванаму на рыс. 3.19, а, ніжні- на

рыс. З.19,б. У.

З улікам формул (3.32) і (3.33) роўнасць (3.31) набы-

вае наступны выгляд:

х(соз фіг-р віп Фі))--ЭР іп фігЗЕ соз фі);
хіі

адкуль з прычыны роўных вектараў атрымліваем

хізк хі со5 фЭЕ у: 5іп ” (334)

звхі віп фу; соз Ф.

Паколькі (а; б) ёсць каардынаты новага пачатку О,

у старой сістэме каардынат, то, згодна з формуламі

(3.27), маем

анн! (3.35)
уц.

Скарыстоўваючыстасункі(3.34) і (3.35), прыходзім да

наступных формул пераўтварэння каардынат:

Хта хі соб ФЭ у: 5іп а.
; (3.36)

ак хі іп фу, соз фФ-Рб,

з якіх можна выразіць таксама новыя каардынатыпраз

старыя:

іза ааа) (3.37)
зк (х- а) віп фа (у-- 6) сов Ф.

Верхні варыянт падвойных знакаў у формулах (3.36),

(3.37) адпавядае выпадку, калі здзяйсняецца паралель-

ны перанос і паварот каардынатных восяў, а ніжні --

калі дадаткова адбываецца іх пераарыентацыя.

Разглядаючы агульную сітуацыю, заўважым, што

з лагічнага пункту гледжання магчымытолькі два вары-

янты ўзаемнага становішча дзвюх сістэм каардынат --

тыя, якія адлюстраваны на рыс. 3.19. У сувязі з гэтым

формулы(3.27), (3.29), (3.30) вынікаюць з агульных фор-

мул (3.36) як прыватныя выпадкі.

З нагоды ўсяго сказанага прыходзім да высновы, што

праўдзіцца сцверджанне: ўсякая дэкартава прамаву-

гольная сістэма каардынат на плоскасці можа быць
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атрымана з зададзенай (без змянення даўжыні базісных
вектараў) у выніку скарыстання аднаго ці паслядоўна
некалькіх пераўтварэнняў -- паралельнага пераносу, па-

вароту і пераарыентацыі,
5. Палярная, цыліндрычная і сферычная сістэмы

каардынат. Акрамя дэкартавай сістэмы каардынат на
плоскасці шырока скарыстоўваецца палярная сістэма
каардынат. З мэтай яе азначэння зафіксуем на плоскасці
прамень Ор, які назавем палярнай воссю (рыс. 3.20, а).

  г Р
Рыс. 3.20.

Пачатак О промня называецца полюсам. Выберам на Ор

адзінку маштаба для вымярэння даўжынь адрэзкаў.

Кірунак павароту промня супраць руху гадзіннікавай

стрэлкі будзем лічыць дадатным,а па руху гадзіннікавай

стрэлкі -- адмоўным. Будзем разглядаць паварот у да-

датным кірунку.

Няхай М -- адвольны пункт плоскасці, які адрозніва-

ецца ад полюса О. Становішча гэтага пункта вызнача-

ецца двума лікамі, якія называюцца палярнымі каарды-

аса Вас

натамі: рэг ІОМ] -- палярны радыус, фэг(ОМ, О2р)--

палярны вугал, прычым вугал ф адлічваем ад Ор у да-

датнымкірунку. Відавочна, што рэ» 0, і будзем лічыць,

што фа[0, 2я) (паколькі фэеф--2йл, Ке2). Пункт

Мз палярнымі каардынатамі р і т будзем абазначаць

М(о; ф), дзе 02 р-р со; фе[О, Эл). Пункт О мае рэ,

а палярнывугал для яго нявызначаны. Па дамоўленасці

будзем лічыць, што для О мае месца ф-20. Гэтым самым

мы задалі ўзаемна адназначную адпаведнасць паміж

пунктамі плоскасці. і іх палярнымі каардынатамі.

Заўвага 3.3. Можна лічыць, што фе(--л, п], разглядаючы пры

азначэнні палярнай сістэмы дадатныі адмоўны павароты радыуса-

вектара. :

147



Высветлім узаемадачыненне паміж палярнымі і дэ-

картавымі каардынатамі аднаго і таго ж пункта М. Для

гэтага палярную вось Ор накіруем аднолькава з воссю

Ох і сумясцім полюс О з пачаткам дэкартавай сістэмы

каардынат (рыс. 3.20, б). З геаметрычных меркаванняў

атрымліваем

хр соз Ф,

араееае) вар, за (38)

Пададзеныя формулы (3.38) выражаюць" прамаву-

гольныя дэкартавы каардынаты праз палярныя. На пад-

ставе тэарэмы Піфагора і азначэння тангенса можам

наадварот выразіць палярныя каардынатыпраз дэкар-

тавы:

ра У-у”,
у (3.39)

фзэрагсіе е

Заўважым, што апошняя формула ў сістэме (3.39) вы-

значае два вуглы ф і ф-]л (у межах ад 0 да 2л). Калі

з умовы задачызразумела, у якой чвэрці ляжыць пункт

(х; у), то выбіраем той з палярныхвуглоў, які адпавядае

задачы. У іншым выпадку для вызначэння ф карыста-

юцца стасункамі:

сов фагх/ Уё-іг?, віпфыўу/ У”.

Акрамя дэкартавай сістэмы каардынат, у прасторы

шырока скарыстоўваюць цыліндрычную і сферычную

сістэмы каардынат.

У цыліндрычнай сістэме каардынат становішча ад-
вольнага пункта М адназначна задаецца тройкай лікаў

(р; Ф; 2), дзе 2 -- апліката пункта М; ге(- се, З се);

(р; ф) -- палярныя каардынатыпункта Мі, які з'яўляецца
праекцыяй пункта М на плоскасць хОу (рыс. 3.21).

Будзем лічыць, што палярная вось на плоскасці хОу

супадае з дадатным кірункамвосі Ох пры сумяшчэнні іх

пачаткаў. Тады маюць месца судачыненні

хэ рсо5 ф,

узар зіп Ф, (3.40)

2сз2, ра[О, Ў ео), фве[д, 2л), гег(- оо, 4. ее),
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у справядлівасці якіх можна пераканацца з геаметрыч-
ных меркаванняў (гл. рыс. 3.21). Формулы(3.40) выража-
юць прамавугольныя дэкартавы каардынатыпункта М(х,
у 2) праз цыліндрычныя каардынаты гэтага пункта.

   
Р И(г;8; 9)

 

Рыс. 3.21 Рыс. 3.22

Азначым сферычную сістэму каардынат. Няхай 9--
. аа

найменшывугал паміж воссю Ог і вектарам ОМ (0 «0:

к

« л), гэ ОМІ, ф- вугал паміж воссю Ох і
на .

вектарам ОМ; (М, -- праекцыя пункта М на плоскасць

хОў), які мы адлічваем ад дадатнага кірунку восі Ох

супраць руху гадзіннікавай стрэлкі (рыс. 3.22). Лікі(г. 6;

ф), якія адпавядаюць пункту М, называюцца сферычнымі

каардынатамі пункта М.
Атрымаем формулы перахода ад сферычных каарды-

нат да прамавугольных дэкартавых. Паколькі

2: МОМ.;-- л/2--9, то (гл. рыс. 98.22)

ОМ,г соз (л/2--0)-»

г

зіп Ф.

У сваю чаргу хз-ОМ;соз ф. З гэтых дзвюх роўнасцяў

атрымліваем х--5іп 8 соз ф. Аналагічныя формулы мож-

на атрымаць для ў і 2. Такім чынам, справядлівыя

стасункі:

Хзег зіп д соз ф, уззгзіпд іп ф, : (341)

2-2 г со5 0, га[0, - ео), фе[О, 2л), де [О, я]. '

Заўвага 3.4. Палярная, цыліндрычная і сферычная сістэмыне

з'яўляюцца афіннымі сістэмамі каардынат.
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3.4. ЗДАБЫІКІ ВЕКТАРАЎ

49. Скалярны здабытак і яго ўласцізасці. У б З.І былі

разгледжаны лінейныя аперацыіз вектарамі, у выніку

якіх зноў атрымліваецца вектар. Разгледзім новае дзе-

янне з вектарамі, вынікам якога з'яўляецца скаляр.

Азначэнне 3.7. Скалярным здабыткам двух вектараў

а іЬБ называеццалік, які роўны здабытку даўжынь гэтых

вектараў і косінуса вугла паміж імі.

Будзем абазначаць скалярны здабытак вектараў

а і Б праз (а, Б). З азначэння атрымліваем

(а, Бу ІаЦЫІсоз (а,Ь). (3.42)

Калі хаця б адзін з двух вектараў а, Б ёсць нулявы,то

скалярны здабытак відавочна роўны нулю.

Улічваючыазначэнне праекцыі вектара на вось (фор-

мула (3.2)), заўважым, што 1а]соз(а, Бу-- Р.(а) (лічым,

што кірунак восі задае вектар Ь, які ёй належыць)

і ІЬ]соз (а, Ь)--Р.(Б) (вось зададзена вектарама). Скары-

стоўваючыдзве апошнія роўнасці, з формулы (3.42) маем

(а, Б) Гаі РВ)[ЫІРыа). (3.43)

Для скалярнага здабытку вектараў справядлівыя

наступныя ўласцівасці:
1) (а, В)--Ц(Ь, а)-- камутатыўнасць;

2) (аа, Б)у--с(а, Б), аве К,-- асацыятыўнасць;

3) (а--Ь, суда, с)--(Б, с) -- дыстрыбутыўнасць;

4) (а, а)--Іа]”.
ЮС Камутатыўнасць скалярнага здабытку непасрэдна

вынікае з азначэннягэтай аперацыі.

Абазначым фа, Б) і для доказу роўнасці 2 разгле-

дзім трывыпадкі. Калі ас» 0 (рыс. 3.23, а), то:

(са, Б)--Іва[ІЬІсоз фаз Іа ЦЫ]сов фэ-а(а, Б).

Калі а“-О0 (рыс. 3.23, б), то:

(аа, Б)у-- [ааПБЬісоз (л-- фу) --аТаПЬК-со р):

гаіаПЫсоз фэ-а(а, б).

а б

5 ; р 6

а аа «а а

Рыс. 3.23
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Пры «2-0 роўнасць 2 відавочная.
Для доказу дыстрыбутыўнасці скалярнага здабытку

выкарыстаем формулу (3.43), уласцівасці праекцыіі ка-

мутатыўнасць скалярнага здабытку. Атрымаем:

(аз, с) Іс[Р(а--5)-- Іс(Р(а)-- Р(Б))

ТсіР(а). ІсіР(в)-Ца, с)--(Ь, е),

што і даказвае ўласцівасцьЗ.

Паколькі(а, а)--ІаІ][а]соз 0, то справядлівасць фор-

мулы 4 даказана. Ю

Заўвага 3.5. Падчас карыстаюцца абазначэннем (а, аў)--а?.

Тады ўласцівасць 4 можна разглядаць як уласцівасць скалярнага

квадрата: а?-- [а!?.

З дапамогаю паняцця скалярнага здабытку можна

«сфармуляваць неабходную і дастатковую ўмовыартага”

нальнасці двух вектараў.

Тэарэма 9.8. Два ненулявыя вектары з'яўляюцца

артаганальнымі, каліі толькі калі іх скалярны здабытак

“роўны нулю. Д" .

ОЮ Неабходнасць. Няхай (а, Б)-л/2 і азе,

Ьэ:0. Тады соз (а, Б)--0 і (а, Бу--1а[151:0::0.

Дастатковасць. Няхай (а, Б)--0 і а-60, ЬБ-20.

Значыць, Іа ІБісоз (а, Б)--0, дзе [а[5:0; [Ь[550. Гэта

магчыма толькі ў тым выпадку, калі соз (а, Б)-0 ці

(а, Бу л/2.
З роўнасці(3.42) атрымліваем формулу для вылічэння

косінуса вугла паміж ненулявымі вектарамі

(а, Б)Выс (3.44)со5 (а, Б)--

Са стасункаў (3.43) можна атрымаць таксама форму-

лу для вылічэння праекцыі аднаго вектара на другі

з выкарыстаннем скалярнага здабытку:

Р.(Б)-(а, В)/1а], Рыа)э(а, БУ/ІЫІ. (3.45)

Паняцце скалярнага здабытку мае шырокія практыч-

ныя дастасаванні. Напрыклад, з гледзішча фізікі ска-

лярны здабытак вектара сілы і і вектара яе перамяшчэн-

ня 5 лікава роўны рабоце гэтай сілы: Ах, 5).

29. Скалярны здабытак у каардынатнай форме. Да-

пусцім, што разглядаюцца вектары з прасторы ВЗ. На-

ступная тэарэма адказвае на пытанне аб выяўленні

скалярнага здабытку ў каардынатнай форме пры ўмове,

што вектары зададзены ў сістэме 10; і, ], К.
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Тэарэма 3.9. Скалярны здабытак двух вектараў а--

(ха ша га) і В (хь цы2») роўнысуме здабыткаў адпа-

ведных каардынат:

(а, Бу хаХьР МаМь Б Ва». . (3.46)

Ф Паколькі адзінкавыя вектарысістэмы каардынат
(0; і, і], К) перпендыкулярныя, атрымліваем:

хі, 05, фак, Юі,

(і, 1)-(і, Юі, Ю»0.

Разгледзім скалярны здабытак вектараўа і Б, запісаў-

шыіх у форме раскладу па базісеці, ў, К]. Для далейшых
пераўтварэнняў скарыстаем уласцівасці скалярнага зда- “

бытку і роўнасці (3.47);

(а, Ву(хіуігБ, харуігью)

е хахкі, і). хаці, 1). хаці, Ю-Бусхкі, ОЗ
аі,магі, Ю)-Е зах, 1)-- гай, 1)--

З аавь(К, Ку хах» ЧС аМьР 8а?ь. 0

Улічваючы тэарэму 3.8, прыходзім да высновы, што

неабходная і дастатковая ўмова артаганальнасці двух

“ненулявых вектараў азс(х; ўл 2а) і Вэс(хы цы 2») у ка-

ардынатнай форме мае выгляд

(3.4)

хахь-Ь ацьЎ 2а2ь 29.

З формулы(3.46) для скалярнага квадрата атрымлі-

ваем:

а? Та]т--(а, аўсе лацага,
што дае для модуля вектара а наступнае выяўленне праз

яго каардынаты: '

аа аўра. (348)
Формула (3.48)-- гэта тая ж формула (3.19) для

даўжыні вектара, якую мы атрымалі іншым спосабам.

Скарыстоўваючы формулы(3.44), (3.46) і (3.48), вы-

значым у каардынатах косінус вугла паміж ненулявымі

вектарамі:

ХХУаЦьБ 22ь а

МараМаа

З формул (3.45), (3.46) і (3.48) атрымліваем для
праекцыі вектара Б на вектар а наступную формулу:
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Р.Б)уаіьЗЬ 2агь)/ Маг; (3.50)

адпаведна для праекцыі а на Б маем

Рыа) (жахь-Ь аць Р 2агьМ Ух.
Няхай вектар а--(х; уга) праектуецца на вось /,

якая ўтварае з каардынатнымі восямі Ох, Оу, Ог адпа-
ведна вуглыа, В, у. Атрымаем фёрмулу такой праекцыі.
Калі е -- адзінкавывектар восі /,, то (а, е) [е] Р.(а-
ге Ра). Улічваючы каардынаты адзінкавага вектара
е (формула (3.26)) і азначэнне скалярнага здабыткуў ка-
ардынатнай форме (93.46), з апошняй роўнасці атрымлі-
ваем

Руа)--х, соз а-- у, соз В-р-2, сов ў.

На дакончанне адзначым, што аналагічныя судачы-
ненні ў каардынатнай форме справядлівыя і для векта-
раў на плоскасці, толькі дляіх ва ўсіх формулах адсутні-
чае трэцяя каардыната 2 вектара.

3”. Вектарныздабытакі яго ўласцівасці. Сфармулюем
Азначэнне 3.8. Вектарным здабыткам двух вектараў

а іЬБ называецца такі вектар [а, Б], які падпарадкаваны
наступным умовам:

1), Іа, Бр ІаПЦЬ][зія (а, Б); (3.51)

2) вектар [а, Б] перпендыкулярны кожнаму з вектараў
аіб;

3) тройка вектараў а, Ь, [а, Б] мае правую арыён-
тацыю.

Аналізуючыўмову (3.51), можна прыйсці да высновы,
што модуль вектарнага здабытку двух вектараў лікава
роўны плошчыпаралелаграма, які пабудаванына дадзе-
ных двух вектарах (рыс. 3.24);

Ца, Ь15-5. (3.52)

Паколькі мы можам унармаваць усякі ненулявы
вектар, то атрымаем адзінкавывектар е для [а, Б] дзя-
леннем на [[а, Б]. Тады

Ца, Без [а, ЫЬ].

З улікам апошняй роўнасці формула (3.52) можа быць
запісана ў выглядзе :

[а, Б]: Зе,

дзе е-- адзінкавы вектар кірунку [а, В].
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. Рыс. 3.24

Заўважым, што калі хаця б адзін з вектараў а, Б ёсць

0, то [а, Б]--0.

Для вектарнага здабытку двух вектараў справядлі-

выя наступныя ўласцівасці:

1) антыкамутатыўнасць:[а, ЫЬ -[Ь, аў

2) асацыятыўнасць: ;

[аа, Б]-- аа, Б], «е К, (3.53)

[а, ВыЫ--В(а, Б], Век; (3.54)

8) дыстрыбутыўнасць:

[а--Ь, сіг [а, СіЫ», е) (3.55)

[а, Б--сі2 Га, Б]-К(а, Ф]. (3.56)

Ф Для таго каб упэўніцца ў праўдзівасці ўласці-

васці І, заўважым, што Ца, Ь]1:-1(Ь, а]. Разам з тым,

тройка вектараў Ь, а, [Ь, а] мае правую арыентацыю (як

патрабуецца ў азначэнні3.8) толькі ў тым выпадку, калі

вектар [Ь, а] накіраваны процілегла вектару [а, Б]

(гл. рыс. 3.24).
Да роўнасці (3.53) з уласцівасці 2 прыходзім пасля

наступных разважанняў. Вектары [аа, Б] і (а, Б] маюць

аднолькавую даўжыню, таму што пры ас»0 выконва-

ецца: ,

Цаа, ЬЫ ІааПЫзіп фэ аа! [Б ]5іп Фаза Да, Б];

пры а«-О маем: “

Даа, БІ ІааПЦЬ]звіп(л--ф)- гааНЫз5іп фа

г -аЦа, ВІ,

дзе фэ-(а, Б). Акрамя таго, гэтыя вектары аднолькава
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накіраваныя. Сапраўды, пры а» 0 абодва маюць той жа
кірунак, што і вектар (а, Б], а пры а-0-- проці-
леглы (рыс. 38.25). Калі а--0, то формула (3.53) ві-
давочная.

саЫі«[аё] х»г С

25]

5

 

(ка,ё] аўа,ё] ао

Рыс. 3.25

Роўнасць (3.54) атрымаем, калі скарыстаем першую
ўласцівасць і формулу (3.53);

[а, ВЫ-- --[ВЬ, а]- -В(Ь, а]--Ва, Ь].

Дакажам спачатку, што формула (3.55) мае месца,
калі ў якасці с у ёй разглядаецца адзінкавы вектар

зеЛСіІ. Для гэтага выпадку здзейснім адпаведную пабу-
дову (рыс. 3.26).

зэ

Замацуем у пункце О вектары с і агзОА.

 

  Рыс. 3.26
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г

Адложым ад канца вектара а вектар БА АВ. Атрымаем

А

вектар ОВ-- а--Б. Правядзем праз пункт. О плоскасцьІІ,

“якая перпендыкулярная вектару со. Спраектуем на гэтую

плоскасць пунктыА, В і атрымаем адпаведна пункты А.,

В.. Для вектара а геаметрычнай праекцыяй на плоскасць
г шк

П з'яўляецца вектар ОА,, для Б -- вектар А.Ві, для а--Б-

па

вектар ОВ).

Павернем у плоскасці ПІ кожны з вектараў

аа
ОА), А.Ві, ОВ. на вугал л/2 вакол пункту О па руху

гадзіннікавай стрэлкі, калі глядзець з канца вектара б.

Трохвугольнік ОА:В; зойме становішча трохвугольніка

9; а

ОА,В». Вектар ОА», які атрыманы ў выніку павароту

Э
;

вектара ОА,, ёсць вектарны здабытак вектараў а і б.

Сапраўды: '

1) улічваючы азначэнне алгебраічнай праекцыі,

атрымліваем: ,

нашага пака ,

ІОА А ОАЦА ГаІсез (п/2--9) [а]зіп фа»

Та]-1. зіпфыТаПсізіпф, фаса, бо);

А

2) вектар ОА, перпендыкулярны вектарам а, со па

пабудове;
ам

3) вектары а, с, ОА» утвараюць правую тройку

вектараў. Паколькі азначэнне 3.8 выконваецца, маем
за

“

Од.-[а, бе].
Калі вектар Б перанесці ў пункт О, то, дзякуючы

ака

аналагічным разважанням, атрымаем А.В -[Ь, со]. З той

а

жа прычыны ОВ.[а-СЬ, со].

Улічваючы апошнія тры роўнасці і, тое, што

а а ят .

ОВ, ОА. ЗЕ А.В., атрымліваем

[а-Ь, «Да, «ІЦЬ, е (3.57)
Паколькі с--Ісіс, то пасля множання стасунку

(3.57) на лік [с], згодна з роўнасцю (3.54), пераконваемся

ў праўдзівасці формулы (3.55).
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Формула (3.56) вынікае з першай уласцівасці і форму-
лы(3.55);

[а, БЕ-[Ь4-с, аў -[Ь, а]--[с, аі

Ф[а, Б-К[а, с. 8.
З дапамогаю паняцця вектарнага здабытку можна

сфармуляваць неабходную і дастатковую ўмовы калі-
ніярнасці вектараў.

Тэарэма 89.10. Два ненулявыя вектары ёсць калі-
ніярныя, калі і толькі калі іх вектарны здабытак роўны
нулявому вектару.

ОО Неабходнасць. Няхай а[Ь і азе0й, Ь5-0. Тады
(а/Ь)-оці (аўБ)-- л, што дае 5іп (аў):20. Згодна з роўна-
сцю (83.51), атрымліваем [а, Б]і--0.

Дастатковасць. Няхай [а, ЬБ[-д і а-ё0, Б-50.
З улікам роўнасці (3.51) гэта магчыма ў выпадку, калі
5іп (аўЬБ)-0. На падставе азначэння вугла паміж векта-
рамі атрымліваем (а/Б)ці (аЬ)--л. Абодва гэтыя
выпадкі адпавядаюць калініярнасці вектараў а, Б. [а

У якасці выніку з тэарэмы3.10 атрымліваем [а, а]--0

Вышэй было сказана, што геаметрычнысэнс модуля
вектарнага здабытку двух вектараў палягае ў тым, што
гэта ёсць плошча паралелаграма, які пабудаваны на
дадзеных вектарах. Вектарны здабытак мае свае даста-
саванні і ў механіцы. Калі сіла зададзена вектарам й

Ба

які замацаваны ў канцы М вектара а ОМ,то вектар
[а, 1] ёсць момант сілы Ё у дачыненні да пункту Од.

Змяшаны здабытак вектараў і яго ўласцівасці.

Сфармулюем

Азначэнне 3.9. Змяшаным здабыткам трох вектараў

а, Б, с называецца лік, які атрымліваецца ў выніку ска-

лярнага множання вектара [а, Б] на вектар с.

Змяшаныздабытак вектараўа, Б, с абазначым(а, Ь,с);

(а, Ь, са, ЫЬ, 9.
Заўважым, што калі хаця б адзін з трох вектараў ёсць

0, то іх змяшаны здабытак роўны д.
Для змяшанага здабытку вектараў характэрныя на-

ступныя ўласцівасці:
1) калі а, Б, с ёсць некампланарныя вектары, то

а, Б, ІУ, (95.58)
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дзе У - аб'ём паралелепіпеда, што пабудаванына век-

тарах а, б, с;

2) ([а, Б], с)-е(а, (Б, с]);
3) (ва, - Ва» Ь, су аі, Ь, с) Ва», Ь, с), а, Ве В,

аша ака а

С Няхай а-- ОА, Б ОВ, с-ОС і вектарыа, Ь,

с утвараюць правую тройку. Пабудуем паралелепіпед,

у якога кантамі з'яўляюцца вектарыа, Б, с (рыс. 3.27).

 

. Рыс. 3.27

Згодна з азначэннем 3.9,

(а, Ь, су[а, Б], с) Іа, Б] ІсІсоз ф,

дзе ф --- вугал паміж вектарамі [а, Б] іс. Але (гл. формулу

(3.59)) Ца, Б] 5, дзе 5 -- плошча паралелаграма, пабу-

даванага на вектарах а, Ь; ІсІсоз фаз Я, дзе Н--

вышыня паралелепіпеда. Калі вектарыа, Б, с утвараюць

правую тройку (вугал Ф востры), то Ісісоз фае Н, а калі

левую” (вугал ф тупы),-- то Ісісов фаз -- Н. Гэта азна-

чае, што

(а, Ь,ЗНУ, (3.59)

адкуль вынікае формула (3.58).

Для доказу другой уласцівасці заўважым, што векта-

ры а, Б, с і Б, с, а маюць аднолькавую арыентацыю

(абедзве тройкі адначасова правыя ці левыя). Гэта

азначае, што для іх у формуле (39.59) велічыня У бярэцца

з адным ітым жа знакам. Значыць,(а, Б, с)у2(Б, с, а) ці

(а, Ь], с) ([Ь, с], а). З прычыны камутатыўнасці ска-

9 Вектары а, Б, с утвараюць левую тройку, калі з канца трэцяга

вектара с найменшы паварот вектара а да кірунку вектара Ь адбы-

ваецца па руху гадзіннікавай стрэлкі.
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лярнага здабытку з апошняй роўнасці атрымліваем
патрэбнае.

Праўдзівасць трэцяй уласцівасці вынікае з праўдзі-
васці другой і камутатыўнасці скалярнага здабытку.
Сапраўды,

(аа; С Ва», Б, с)--([аа, -- Ва», Б], с)--
зе (аа:-- Ва», (Ь, срэаа, [Ь, ІЧ)

ЗЕ В(а», [Ь, с)зье(а), Б, с)-- В(а», Б, с). а

Заўвага 3.6. Калі ў змяшаным здабытку вектараў а, Б, с памя-
няць месцамі два вектары, то здабытак зменіць знак (мяняецца арыен-
тацыя тройкі вектараў). Увогуле, для змяшанага здабытку трох вектараў
маюць месца наступныя судачыненні: “

(а, Б, с) (Б, с, а)--(с, а, Б) --(Ь, а, с).
Кс, Ь, а) -Ха, с, Б

Пададзены ланцуг роўнасцяў атрымліваецца як вынік з формулы
(3.58) і ўласцівасці2.

З дапамогаю паняцця змяшанага здабытку могуць
быць сфармуляваны яеабходная і дастатковая ўмовы
кампланарнасці трох вектараў.

Тэарэма 9.11. Тры ненулявыя вектары ёсць кампла-
нарныя, калі і толькі калі іх змяшаны здабытак роўны
нулю.

СО Неабходнасць. Калі маем тры ненулявыя
-кампланарныя вектары а, Б, с, то [а, Б].І с. Але для
артаганальных вектараў выконваецца([а, Б], с)з-д (тэа-
рэма 3.8). Згодна з азначэннем З.Э, атрымліваем (а,

Ь, с)»0.
Дастатковасць. Доказ ажыццявім ад процілег-

лага. Няхай (а, Б, с)--0 і вектарыа, Ь, с не ёсць кампла-

нарныя. Тады на іх, як на кантах, можна пабудаваць
паралелепіпед і, улічваючы геаметрычнысэнс змяшанага
здабытку (формула (3.58)), атрымліваем І(а, Ь, сіУ
зЕ0. Супярэчнасць, якую мы выявілі, даказвае тэа-
рэму. Ю

5”. Падвойнывектарныздабытак. Азначым яшчэ адно

дзеянне з вектарамі.
Азначэнне 3.10. Падвойным вектарным здабыткам

трох вектараў а, Ь, с называецца вектар выгляду
а-а, Б], с]. .

Адзначым, што падвойны вектарны здабытак ёсць
вектар, які кампланарныз вектарамі а і Б. Сапраўды,
гэты вектар (паводле азначэння вектарнага здабытку)
перпендыкулярнывектару (а, Б], які ў сваю чаргу перпен-
дыкулярнывектарам а, Б (рыс. 3.28).
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Паняцце падвойнага вектарнага здабытку даволі час-

та скарыстоўваецца ў механіцы. Пакажам, што яго

можна вылічаць з дапамогаю больш простага выразу.

Тэарэма 8.12. Для ўсякіх ненулявых вектараў а, Ь,

с праўдзіцца роўнасць

(а, Б), ба, сЬ-СЬ, са. (3.60)

С На падставе кампланарнасці вектараўа, Б, с пры-

ходзім да высновы, што

лань. (3.61)

Для вызначэння скалярных множнікаў у роўнасці

(3.61) разгледзім два дапаможныявектарыа; і Бі: першы

з іх мае тую ж даўжыню, што вектар а, і атрыманы

паваротам вектара а на л/? у бок вектара Б; другі-

роўны па модулі вектару Ь і атрыманыз яго паваротам

на л/? у бок вектара а. Зыходзячы з вызначаных такім

чынам вектараў, заўважым, што (рыс. 3.29)

(аБЫ)а)5л/2- 4,

дзе ф-- вугал паміж вектарамі а іЬ. На падставе апош-

няй роўнасці маем (аі, В)-2 (6; а)-- [а[[Б]5іп ф. Але па-

водле азначэння 3.9, згодна з формулай (3.51), справядлі-

вая роўнасць І[а, Б] -- ТаЬ]ізіпф, а таму

(а, Б) (а,, Б) Ца, ЫІ.

Акрамя гэтага, у выніку перпендыкулярнасці вектараў

атрымліваем

(а, а)-(Ь, Б):0.

(“Я

  
Рыс. 3.28 Рыс. 3.29
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Памножым скалярна вектар д спачатку на а), а затым
на Б. Скарыстаўшы правую частку роўнасці (3.61),
знаходзім (з улікам дзвюх апошніх роўнасцяў):

(аі, фэ Ха, а)--аі, Бу мПГа, ЬІ,

(Ь., дБ, а)-уБЬ,, Б)ЬЛІа, ЫЬ].

Згодна з нашым абазначэннем,

(а, в)Са,, Да, Б]; е)),
(Б. в)ЬЁСЬ,Да, Б], с).

Далей скарыстаем уласцівасць 2 змяшанага здабытку

і атрымаем:

(3.62)

(а, да, [а, Б),
(Ь,, ((Ь, [а, Бі), с).

На падставе правіла пабудовы вектарнага здабытку

з дапамогай рыс. 3.29 няцяжка ўпэўніцца ў праўдзівасці

роўнасцяў:

(3.63)

(а, [п І Па, Ма,

[ЬЬ [а, ЫГ т- Іа, ЬЬ.

З іх улікам стасункі (3.63) набываюць выгляд:

(аі, д) Ца, Ьа, с),

ь, 92:-Ца, ЫІ,9.
Параўноўваючы правыя часткі роўнасцяў (3.64) і

(3.62), знаходзім значэнні шуканых лікаў: Маа (Б, с),

у2(а, с), якія пры падстанове ў роўнасць (3.б61) даюць

(3.60). С
62. Вектарны і змяшаны здабыткі ў каардынатнай

форме. Няхай у дэкартавай прамавугольнай сістэме

каардынат (О; і, ў, К] зададзены два вектары агхі-

Зрі-рак, ВАЕыі2для якіх разгледзім вектарны

здабытак '

(3.64)

[а, Браругіг, хііа.
З улікам уласцівасцяў(3.53) -- (3.56) можам запісаць яго

ў выглядзе

(а,хаці, Ў4-хаці, Пр х«гді, КБ

«акі, ПЗ усмі, ПЕ мггц, КБ

рак, Прац ПгК. (3.65)

б В. Русак і інш.
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У роўнасці(3.65) маем (і, 1::[1, ДА [К, КО (паколькі

разглядаюцца здабыткі калініярных вектараў),[і, і]зеК,

(і, кі, [к, 11::] (на падставе азначэння вектарнага

здабытку), а таксама [ў, і]: -К, (К, Де і, І, А -;]

(згодна з антыкамутатыўнасцю вектарнага здабытку).

Улічваючыгэтыястасункі, з роўнасці(3.65) прыходзім да

роўнасці

[а, БхаК- хагьў -Мах Б

Заг ан 2аХ, тЯЕ

якую можна запісаць у выглядзе

" [а, Б]-г(уггь-- гамі (харь- Ва»)

ЗЕ (хаць ВаХьК.

З мэтай кампактнага запісу апошняй формулыска-

рыстаем азначэнне вызначніка другога парадку:

Ха Ма
Х, ИМь

а г,

Мь Ф

З гэтай роўнасці, згодна з азначэннем вызначніка

трэцяга парадку, атрымліваем формулу для вылічэння

здабытку ў каардынатнай форме:

а, іа. [ўр к. (3.6)
      Хь Зь

і ў К

[а, БіІХа Ўа а]. (3.67)

І Хх, Чь Ть

Заўважым, што ў першым радку вызначніка (3.67) за-

мест лікаў стаяць вектарыі, ], К, аднак мы раскладаем

яго па першым радку такім жа чынам, як і для лікаў.

Грунтуючыся на формуле(3.67) і тэарэме 3.10, атрым-

ліваем сцверджанне: два ненулявыя вектарыа, Ь ёсць

калініярныя, калі і толькі калі для іх каардынат выкон-

ваецца роўнасць

і і к

Х, Ма [Б 0.

Хь Ць ь

Згодна з азначэннем змяшанага здабытку, а таксама

з формуламі (3.46) і (3.66) для вылічэння скалярнага

і вектарнага здабыткаў у каардынатнай форме, маем
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Ма Фа Ха, Фа Х,
(а, Ь, с) х.- у.-Ь “ 2.

Ць Ф Х, 2 Хх, М»

Калі на правую частку атрыманай роўнасці паглядзець
як на расклад вызначніка па трэцім радку, то яна
набудзе больш кампактны выгляд:

Хх. У. 2,

(а, Б, суІх, ў» 2]. (3.68)

Хх. 8. 2,

Роўнасць (3.68) з'яўляецца формулай для вылічэння

змяшанага здабытку ў каардынатнай форме.
Апошняя формула (разам з тэарэмай 3.11) дае магчы-

масць пераканацца, што справядлівае сцверджанне: тры
ненулявыя вектары а, ЫЬ, с ёсць кампланарныя, калі

і толькі калі для іх каардынат выконваецца роўнасць

Хх, Яа га

Х, Й, 2, 20.

Хх; а ў; 2,

Заўважым, што па знаку вызначніка (3.68) мы можам

адразу сказаць, якую арыентацыю мае тройка вектараў

а, Б, с. Калі вызначнік ёсць дадатнылік, то вектарыа,

Ь, с утвараюць правую тройку, калі адмоўны -- левую

(гл. формулу (3.59)).

Заўвага З.7. Для вылічэння падвойнага вектарнага здабытку

ў каардынатнай форме трэба скарыстаць азначэнне 3.11 і формулу

(3.66): знайсці спачатку каардынатывектара (а, Б], а затым -- каарды-

наты вектара Да, Б], с]. Але мэта будзе дасягнута хутчэй, калі мы

скарыстаем формулу (3.60), у якой лікавыя каэфіцыентызнаходзяць як

скалярныя здабыткі(а, с), (Ь, с) у каардынатнай форме.
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4. АНАЛІТЫЧНАЯ ГЕАМЕТРЫЯ

Аналітычная геаметрыя ёсць раздзел матэматыкі, які

вывучае ўласцівасці геаметрычных аб'ектаў з дапамогай

алгебраічных раўнанняў. Метад, якім аналітычная геа-

метрыя ажыццяўляе гэту задачу, ёсць метад каардынат.

У папярэднім раздзеле мы далі азначэнне дэкартавай

прамавугольнай, палярнай і іншых сістэм каардынат.

У гэтым раздзеле выкарыстаем іх для вызначэння раў-

нанняў прамой, плоскасці, ліній другога парадку на плос-

касці, паверхняў другога парадку ў прасторы і разгле-

дзім некаторыя іх геаметрычныя ўласцівасці. Натураль-

на, што класіфікацыя ліній і паверхняў будзе разгля-

дацца на падставе асаблівасцяў іх раўнанняў.

Адзначым, што мыбудзем мець справу з алгебраічны-

мі лініямі і паверхнямі. Лінія на плоскасці называецца

алгебраічнай, калі яна ў некаторай дэкартавай сістэме

каардынат Оху вызначаецца раўнаннем Е(х, у)25 0, левая

частка якога ёсць мнагасклад ад дзвюх зменных х,

у. Парадкам алгебраічнай лініі называецца найменшая

ступень магчымых алгебраічных раўнанняў лініі.

Паверхня называецца алгебраічнай, калі левая част-

ка яе раўнання Р(х, у, 2)-гО у некаторай дэкартавай

прамавугольнай сістэме каардынат Оху2 ёсць мнага-

склад. Ступень мнагасклада Р(х, у, 2) дае парадак

алгебраічнай паверхні. У далейшым слова «алгебраіч-

ная» ужывацца не будзе.

44. ПРАМАЯ НА ПЛОСКАСЦІ"

Іг. Раўнанні прамой. Няхай на плоскасці зададзена

некаторая прамая І.. З геаметрычных меркаванняў выні-

кае, што прамая /. у сістэме Оху будзе цалкам вызнача-

ная ў тых выпадках, калі зададзены: 1) пункт Мове

і ненулявывектар п, перпендыкулярны 19) пункт Ме

і ненулявывектар а, паралельны15 3) два розныя пункты

“ Напрацягу параграфа будзем лічыць, што на плоскасці зададзе-

на дэкартава прамавугольная сістэма каардынат Оху.
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Мо, М. еі 4) адлегласць ад пачатку каардынатда/. і ву-
гал паміж дадатным кірункам восі Ох і перпендыкуля-
рам, апушчаным з пункта О на І.

У кожным з пералічаных выпадкаў мы маем намер
адшукаць раўнанне прамой І.

1. Няхай М.(хо; уг) ёсць зададзены пункт прамой /;,
п(А; В) -- перпендыкулярныёй вектар. Кожнывектар,
перпендыкулярны прамой, называецца нармальным век-
тарам прамой.

Абазначым праз М адвольны пункт плоскасці хОу,
. празг, уз"Радмусысвектары пунктаў М, Мо адпаведна
рыс. 4.1).

 

Рыс. 3.1

а а

Калі Ме, тог-гог МоМ і нармальнывектар п з'яў-

ляюцца перпендыкулярнымі, а таму на падставе ўласці- -.

васці скалярнага здабытку вектараў маем роўнасць

(г--го, п):20. (4.1)

Паколькі скалярны здабытак вектараў роўны суме

здабыткаў іх адпаведных каардынат, то формула (4.1)

набывае выгляд

Акхва. (42)
У выпадку, калі пункт М не належыць прамой, будзе

парушацца роўнасць (4.1), а таму каардынаты (х 4)

пункта М не задавальняюць раўнанне (4.2). Такім чынам,

прыходзім да таго, што раўнанне (4.2) ёсць раўнанне

прамой І, у першым выпадку.

Раскрываючыдужкі ў раўнанні (4.2) і абазначаючы

праз С велічыню --Аху- Вус, атрымаем раўнанне пра-

мой /, у выглядзе
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Ах-ВуС». (4.3)

Яно называецца агульным раўнаннем прамой.

У выпадку ВО з раўнання (4.3) можна знайсці

у. Абазначым для скарачэння ЕА -А/Ві 5--- С/В,

атрымаем яўнае раўнанне прамой

ў зах Сб, (4.4)

якое разглядалася ў курсе геаметрыі сярэдняй школы.

Лік Ё ёсць тангенс вугла нахілу прамой да восі Ох, Б --

велічыня адрэзка, які адсякае прамая І. на восі Оу (пры

Ь--0, што адпавядае С--О у раўнанні (4.3), прамая

І, праходзіць праз пачатак сістэмы Оху).

Калі В--0, то раўнанне (4.3) набывае выгляд

АхС0 або хё-С/А.

Апошняе раўнанне паказвае, што прамая І, паралельная

восі Оу і адсякае на восі Ох адрэзак велічыні А С/А.

9. Няхай зададзены пункт Ма(ху; уз)е І. і ненулявы

вектар а--(8; т), а, (гл. рыс. 4.1). Адзначым, што кожны

ненулявы вектар, паралельны прамой, называецца кі-

роўным вектарам прамой.

Калі пункт М плоскасці хОў належыць І., то вектары

гт іа з'яўляюцца калініярнымі, а значыць, для пэўна-

га значэння І у залежнасці ад М атрымаем роўнасць

г-гос Ёа.

Калі ж М не належыць /, то вектары г--г і а не

будуць калініярныміі апошняя роўнасць не можа выкон-

вацца ні прыякім і.

“З гэтых меркаванняў вынікае, што стасунак

хэго- га (4.5)

можна разглядаць як вектарнае раўнанне прамой І.

Каардынатная форма раўнання (4.5) раўназначная

наступным двум роўнасцям:

Хаху, уееуу--т, -о«чі« фо, (46)

якія называюцца параметрычнымі раўнаннямі прамой І.

Далей, з калініярнасці вектараў г--го і а вынікае

прапарцыйнасць адпаведных каардынат, а таму

ххММ
і т

(4.7)

Атрымалі кананічнае раўнанне прамой І.

3. Абазначым каардынаты дадзеных пунктаў Мо, М;
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прамой І, адпаведна праз (ху ио), (ху; у). Тады кіроўны
гна

вектар аг М.М. (хі, - Хо; И1-- 0). У гэтым выпадку, на
падставе раўнання (4.7), атрымаем раўнанне прамой,
якая праходзіць праз два розныя пункты:

х-ж  У-о
д--М

Будзем лічыць, што О(0; 0)её І. Абазначым праз а,
б велічыні адрэзкаў, што адсякае прамая І, на восях
Ох, Оу. Зразумела, што пункты Ма; 0), МО; буе,

а значыць, на падставе раўнання (4.8), будзем мець

  (4.8)

 

--а

хлаў ХуЕ-,
зу абе аге

Апошняе раўнанне называецца раўнаннем ў адрэзках
прамой І.

4. Няхай а ёсць велічыня вугла паміж перпендыкуля-
рам О0, апушчаным з пункта О на І, і дадатным кі-

ы,
рункам восі Ох, рас 100]1- адлегласць ад пункта О да
прамой І., Оег І, (гл. рыс. 4.1).

Разгледзім выпадак р» 0. Вызначым адзінкавынар-
к

мальнывектар прамойп99, Згодна з формулай (3.26),

п?-- (со5 а; со5 (л/2-- а))--(се5 а; зіпа), а пункт О мае

каардынаты (р со5 а; р зіп а). Таму на падставе раўнання

(4.2) прамой для дадзенага пункта і нармальнага векта-

ра маем

со5 а(х--р соз а)-р 5іп а(у--р віп 4)--0.

Раскрываючы дужкі, атрымаем раўнанне

х соз а--у зіпа-- рэд, (4.9)

якое называецца нармальным раўнаннем прамой ГЁ,

Калі ры-О (гэта адпавядае 0(0; 0)), то падп? разумеем

адзін з двух магчымых адзінкавых вектараў, перпенды-

кулярных І. У выніку атрымаем нармальнае раўнанне

хсоб а--у зіпаад.

Зразумела, што нармальнае раўнанне (4.9) ёсць пры-

ватны выпадак агульнага раўнання (4.3). Пакажам, што

і агульнае раўнанне можна пераўтварыць у нармальнае.

Сапраўды, калі раўнанні (4.3) і (4.9) падаюць адну

і тую ж прамую І, то нармальныя вектары прамой
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пах (А; В) і по --(со5 а; зіпа) з'яўляюцца калініярнымі.

Значыць, існуе такі лік р, што

шА-соз а, рВэ-зіпа, СЁ -д.

З першых дзвюх роўнасцяў маем р(А”--89)-- 1, што

дае нам

паз (1424; 87).

Трэцяя роўнасць паказвае, што знак и трэба выбіраць

процілеглым знаку С.
Цяпер, калі памножыць агульнае раўнанне на множ-

нік ц, то атрымаем нармальнае раўнанне прамой /.

Множнік и называецца нармоўным множнікам:агуль-

нага раўнання.
99, Асноўныя задачыдля прамых. Разгледзім некалькі

агульных задач."
1. Даследуем узаемнае размяшчэнне прамых. Для

дзвюх прамых магчымы наступныя ўзаемныя размя-

шчэнні: перасячэнне ў адным. пункце, паралельнасць

прамых, супадзенне. Аналітычнае апісанне кожнай з гэ-

тых сітуацый дае

Тэарэма 4.1. ПрамыяІ.І», якія вызначаюцца адпа-

ведна агульным раўнаннем .

Ах.ВуС; 20,

Дах 4: Ву -Ь Се,

перасякаюцца, каліі толькі калі

А./АгзЕ В./В

паралельныя, калі і толькі калі

ДГАВ./Воз С/С»

супадаюць, калі і толькі калі

А.А, Ві/Вьа С/С».

(О Доказ тэарэмы непасрэдна звязаны з існаваннем

развязка сістэмы(4.10) лінейных алгебраічных раўнан-

няў (гл. б 2.6). . .

Няхай

А. В, 2сі В, А. С,
1 д , А, ; А, -

А; В, АС, В, А»: -С,
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Сістэма (4.10) мае адзіны развязак ўА./А, шс
ЕД./А, які вызначае каардынаты пункта перасячэння
прамых І, і І», у тым і толькі тым выпадку, калі
Ддз60. Падлічыўшы А, атрымаем доказ першай умовы
тэарэмы. Сістэма (4.10) з'яўляецца несупольнай, а пра-
мыя, якія ёй адпавядаюць, паралельныя ў тым і толькі
тым выпадку, калі Д--0, А,520, А,5:0. гэтыя стасункі
даказваюць другую ўмову тэарэмы. Нарэшце, сістэма
(4.10) мае бясконцае мноства развязкаў, а з геаметрычна-
га пункту гледжання -- супадзенне прамых,у тым і толь-
кі тым выпадку, калі А--0, Д.А,0. Апошнія роўнасці
даказваюць трэцюю ўмову тэарэмы. Г

Няхай Мах: ўе) ёсць пункт перасячэння прамых І... 1»,

якія падаюцца раўнаннямі (4.10). Знойдзем умову, калі
трэцяя прамая Із праходзіць праз Мо.

Тэарэма 4.2. Прамая Із у тым і толькі тым выпадку

праходзіць праз пункт Ме, калі яна вызначаецца

раўнаннем

(Ах-ВіС). В(А»х3ВС);0 (4.11)

з пэўнымі рэчаіснымі каэфіцыентамі а, В.

2 Дастатковасць. Калі Гз падаецца раўнаннем

(4.1), то пры хэ» Хо, ў зг уз выконваюцца абедзве роўнасці

(4.10) і адпаведна стасунак (4.11) набывае выгляд а“03-

З4-8:0:20. Гэта азначае, што Мее 13.
Неабходнасць. Няхай прамыяІ, І», Із перася-

каюцца ў адным пункце Мо. Дакажам, што раўнанне

прамой [а ёсць лінейная камбінацыя раўнанняў прамых

І., І., зададзеных раўнаннямі (4.10).

На прамой 1; возьмем пункт Муху; у), які не супадае

з Мо. Паколькі М; не можа належаць 1.,, І. разам, то

адзін з лікаў

азеАхВа,С» Візы (АБВай СІ)

няроўны нулю. Таму раўнанне :

а(Аіх-Е ВуЗС) В(Я»х-ЕВЕ С»):-0

ёсць агульнае раўнанне некаторай прамой. Пакажам,

што яна супадае з [.. Сапраўды, непасрэднай праверкай

можна пераканацца, што каардынаты пунктаў Мо, М,

праўдзяць апошняе раўнанне. Паколькі два розныя пунк-

ты Му, М.в. цалкам вызначаюць раўнанне, то гэта

і ёсць раўнанне прамой Із. СІ

Калі змяняць велічыні а і В, то можна з раўнання

(4.11) атрымаць раўнанне кожнай прамой, якая прахо-
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дзіць праз пункт Мо. З гэтай прычыны (4.11) называецца

раўнаннем пучка прамых, якія праходзяць праз пункт Мо.

Адзначым, што пры а--0 з роўнасці (4.11) атрымаем

раўнанне прамой І, а пры В-2:0-- раўнанне прамой 1...

-9. Знойдзем вугал паміж дзвюма прамымі І, І»,

якія падаюцца агульнымі раўнаннямі (4.10). Вектары

п.(А; Ві), п(А» В») ёсць нармальныя вектары адпаведна

прамых 1, І. (рыс. 4.2).

 

Рыс. 4.2

Вуглы з узаемна перпендыкулярнымі старанамі аль-

бо роўныя, альбо ў суме складаюць л. Таму, згодна

з азначэннем скалярнага здабытку вектараў, маем:

созраара (4.19)

пава ДАМАВ.

Формула (4.12) дае нам магчымасць вызначыць велі-

чыню аднаго з вуглоў паміж І.і І». Косінус сумежнага

“вугла лп--ф можна знайсці, калі адно з раўнанняў

(4.10) памножыць на --І. Умова перпендыкулярнасці

прамых 1.., І. вынікае з роўнасці со5 фа-О і будзе мець

ВЫГЛЯД.

АА, В.В, 50.

Калі прамыя І. і І,» падаюцца кананічнымі раўнан-

нямі:

хх. ўу-Ц ХхУ

і т" , 0 п
 

 

адпаведна, то вектары аці; ті) і аі»; т») ёсць кіроўныя

вектары прамых. Таму ;

а, а Мсоз фаг р а) я Цупдут

Гаа АаУВ
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Умова перпендыкулярнасці прамых у гэтым выпадку
мае выгляд .

ДЦі--тт,

а ўмова паралельнасці вынікае з умовы калініярнасці
вектараў аі, а:

пьт./т».

Няхай прамыя І; і 1; падаюцца яўнымі раўнаннямі
адпаведна:

уХб. Цзех- Б).

З рыс. 4.2 відаць, што вугал паміж прамымі ф-
аб»- аі, адсюль,

ір фаз ів аг- іва; я Ю--Ё ,

І--іе а, іва; ыа

Пакажам, што назоўнік дробу правай часткі апошняй

роўнасці роўны нулю тадыі толькі тады, калі 1,1 1».

Сапраўды, яўныя раўнанні прамых - гэта прыватны

выпадак агульных раўнанняў (4.10) пры А; - 8, Віззі,

д-Е, В, 1. Умова перпендыкулярнасці прамых для

такіх раўнанняў мае выгляд '

10 ці БА- 1/6.

Відавочна, што 1; і І. паралельныя, калі 8224.

З. Вызначым адлегласць ад пункта да прамой і яго

адхіленне.
Адлегласцю а ад пункта Мо да прамой 1, называецца,

як вядома, даўжыня перпендыкуляра, апушчанага з Мо

на прамую (Г. ,

Няхай М. --пункт перасячэння перпендыкуляра і
Аа

прамой. Тады а-- ІМоМ.]І (рыс. 4.3).
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Адхіленнем 6 пункта Мо ад прамой І, называецца

велічыня, роўная а, калі Мо і пачатак каардынат О знахо-

дзяцца па розныя бакі ад Г, і роўная- а, калі Мо

і О знаходзяцца па адзін бок ад І.

Тэарэма 4.3. Калі прамая І, падаецца нармальным

раўнаннем .

х соз «.--узіпа- рэе,

то адхіленне 6 пункта Мхо; уо) ад прамой 1, вызначаецца

формулай .

ба хо соз вазу зіп а- р.

О Вектар пузе(соз а; зіп а) ёсць нармальныадзінка-

вы вектар прамой І. (гл. рыс. 4.3). Значыць, век-

0 : з з, - - . е з“

тары п” і МоМ;. з'яўляюцца калініярнымі, а таму Існуе

з. ж - Зах е е

пэўнылік 4, такі, што МоМ; 2» (Л соза; Л зіп а). Відавочна,

што А2»0, калі Мо і О знаходзяцца па адзін бок ад

прамой І, і А--О0 у процілеглым выпадку.
;

Вектар М.М; ёсць кіроўны вектар перпендыкуляра

М.Мі., а таму параметрычныя раўнанні прамой М.М,

маюць выгляд:

ксова, узўзіпа, - ое «сіс 099.

Каардынаты(ху; у!) пункта М, вызначаюцца гэтымі

раўнаннямі пры ё--1. Паколькі Міеі, то пры хх,

у-:у; нармальнае раўнанне прамой “, дае роўнасць

“(хуЗ- А, сов а) соз а-Е(уоЗЕ

А

зіп а) зіп а--рд.

Развязваючы яе ў дачыненні да А, атрымаем

а -(хосоз а. зіпа-- р).

Згодна з азначэннем велічыняў 6 і Л, паміж імі існуе

залежнасць 62: -А, а таму

бх сов а-у 5іпа-р. В

Вынік. Адлегласць 4 пункта Міхуз) да прамой

Ё вызначаецца формулай

а-- Іх сов а. зіпа-рі.

Калі прамая І. падаецца агульным раўнаннем

Ах Ву4- СО,
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то пасля памнажэння яго на нармоўны множнік атры-
маем нармальнае раўнанне

Ах- Ву--С 20

Мага в? ,

дзе знак перад коранем выбіраецца процілеглым зна-
ку С. Адсюль на падставе тэарэмы 4.3 і выніку з яе
будзем мець:

АхВуС 4: ІАху-. Ву-Е СІ

зМага-в ' Магв?

4. Вызначым раўнанне прамой, якая праходзіць праз

пункт перасячэння дзвюх дадзеных прамых і ўтварае
з імі пэўныя вуглы.

Няхай прамыя1, І» падаюцца нармальнымі раўнан-

нямі:

65

х со5 а)-у зіп 8;-- різеО,

х соз а»- у віп а,- разе

і перасякаюцца ў адзіным пункце Мо.

Згодна з тэарэмаю 4.2, усякая прамая Із, якая пра-

ходзіць праз Мо, мае раўнанне

В.(х сова, З у віп а,--рі)-Е Ах сова»У зіп 02-- рэ)зеО,

дзе Ві, В» ёсць рэчаісныялікі, хаця б адзін з якіх няроўны

нулю.
Няхай зададзенывелічыні ў), ў» вуглоў паміж прамой

1. і.адпаведнымі прамымі І., І» (рыс. 4.4).

Знойдзем залежнасць паміж лікамі Ві, В», якая вызна-

чае раўнанне прамой з. На прамой Із зафіксуем пункт

 

 
Рыс. 44
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М(ху у:), які не супадаез Мо. Тады,згодна з тэарэмаю

43, маем
. -ы--

а

Ві 205 зузіпа-р - [М.5.!

Ва хі сов ару зіпаа-р [Мі51І

дзе 5], Э» ёсць асновы перпендыкуляраў, якія апушчаны

з М, на прамыя1, І, а знак перад дробам правай часткі

роўнасці выбіраецца ў адпаведнасці з азначэннем адхі-

лення пункта М; ад прамой І, 1.

, рала арна а а

Улічваючы, што [ІМі5.1--ІМеМ[зіп уў», ІМ.5. [25

А-А . , . .

г ]МоМІзіп ў» атрымаем залежнасць паміж В; і В»:

Вср
- або Ві 5іп різе В» зіп Т».

В» 5іп 71
 

У прыватнасці, пры ў; - 7» прамая 1 ёсць бісектрыса

вугла паміж прамымі І, І». Яе раўнанне мае выгляд

(соз а, З: со аа)х- (зіп а, -Ь зіп аг)-- (Рі зру),

дзе знак у дужках выбіраецца ў залежнасці ад таго,

бісектрысай якога з двух вуглоў з'яўляецца прамая Іа.

Напрыклад,сітуацыі, якая адлюстравана на рысунку 4.4,

адпавядае знак «плюс».

42. ПЛОСКАСЦЬ І ПРАМАЯ Ў ПРАСТОРЫ"

19. Раўнанні плоскасці. Становішча плоскасці П у

прасторы цалкам вызначаецца, калі мы вызначым пэўны

пункт Ма(Хо; ўс го)П і ненулявывектарп, які перпенды-

кулярныплоскасці. Вектар п магчыма вызначыць розны”

мі спосабамі: непасрэдна яго каардынатамі; з дапамогай

вектарнага здабытку двух некалініярных вектараў, пара-

лельных плоскасці П; на падставе вызначэння дадатко-

вых пунктаў М(хі; у: 21), Мах» у» 22) П. У сваю чаргу

замест пункта Мо і вектара п магчыма задаць адлегласць

ад пачатку сістэмы каардынат да плоскасці, а таксама

велічыні вуглоў паміж дадатнымі кірункамі восяў Ох,

Оу, Ог і перпендыкулярам з пункта О на плоскасць П.

Адпаведна пералічаным выпадкам атрымаем розныя

тыпы раўнанняў плоскасці.
1. Няхай гі, г ёсць радыусы-вектары пункта Мове П

і адвольнага пункта М(х; у; 2) прасторы, пэг(А; 8;

“ У гэтым параграфе будзем лічыць, што у прасторы зафіксавана

дэкартава прамавугольная сістэма каардынат Охуг.
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с).1. П(рые.4.5). Для таго каб пункт М належаў плоска-

сці, неабходна і дастаткова, каб вектары г--г. і п былі

перпендыкулярнычмі.

 

Рыс. 4.5

Умова перпендыкулярнасці праз скалярны здабытак

мае выгляд

(г--го, п).

Пераходзячы да каардынатаў, будзем мець

А(х-- хо): В(у- уо) -Е Са-- 20)-50. (4.13)

Гэта раўнанне плоскасці, што перпендыкулярная векта-

ру п(А; В; С) і якой належыць пункт Мах Из 90).

Раскрываючыдужкі ў раўнанні (4.13) і абазначаючы”

праз Р велічыню --Аху- Вуў-- Сго атрымаем раўнанне

П у выглядзе

Ах З. ВуСгро. (4.14)

Яно называецца агульным раўнаннем плоскасці.

Адзначым, што кожны ненулявывектар п, перпенды-

кулярны плоскасці, называецца нармаленым вектарам

плоскасці.
,

Агульнае раўнанне плоскасці называецца поўныя,

каліўсе велічыні А, В, С, Р няроўныя нулю, У Іншых

выпадках раўнанне (4.14) называецца няпоўным агуль-

ным раўнаннем. Пералічым няпоўныя раўнанні:

1) раўнанне Ву-З Сг4-рвызначае плоскасць, па-

ралельную восі Ох, паколькі нармальны вектар п

(0; В; С) перпендыкулярны. Ох;
2) раўнанне Ах-- Сг4-РО вызначае плоскасць, па-

ралельную восі Оу;

3) раўнанне Ах-р ВуЗ-РО вызначае плоскасць, па-

ралельную восі О2;
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4) раўнанне Ах-- Ву-- Сг--0 вызначае плоскасць,
якая праходзіць праз пачатак каардынат;

5) калі два каэфіцыентыз трох А, В, С ёсць нулі, то

раўнанне (4.14) вызначае плоскасці, паралельныя каар-
дынатным плоскасцям хОў, хОг, ў02;

б) калі ў дадатак і Р--0, то раўнанне (4.14) вызначае
плоскасці, якія супадаюць з каардынатнымі плоскас-
цямі.

9. Няхай цяпер нам вядомыдва некалініярныявекта-
ры аі-(і; ті 51) і азі; та зг), якія паралельныя
плоскасці П. Нармальны вектар п плоскасці ў гэтым
выпадку можна вызначыць праз вектарны здабытак
вектараў аі, а» па формуле

і ў К

п ті 5 (тувў- тав) (51-82)ўЬ

і, т. 5» '

(птітаК.

Падстаўляючы каардынаты нармальнага вектара А-
га т89-- Таб), Ваеойў-- бі, Сз ітэ- Іт: у раўнанне
(4.13), атрымаем раўнанне плоскасці П.

Па дадзеных вектарах аі, а» раўнанне плоскасці
П можна вызначыць і з другіх меркаванняў. Сапраўды,
адвольны пункт М(х; у; 2) прасторы належыць ІІ у тым

А
і толькі тым выпадку, калі вектары ММ -г-го, а) аз

з'яўляюцца кампланарнымі. Усякія тры кампланарныя
вектары прасторы ёсць лінейна залежныя. Значыць,
з улікам некалініярнасці а], а» існуюць такія рэчаісныя
лікі 4, і», што

г--гоза ба, Ў іа.

У выніку гэтай роўнасці атрымаем вектарнае раўнан-
не плоскасці П:

гам раЗ Ба.. (4.15)

Вектарыа), а, называюцца кіроўнымі вектарамі плос-
касці.

Калі запісаць раўнанне (4.15) у каардынатнай форме,
то атрымаем параметрычныя раўнанні плоскасці П:

хахДЫ» узусБ пу, С ты», 2 зк 2ў-р 514; К 528»
г оо«і, іч -р оо.
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Умову кампланарнасці вектараў г--го, аі, аз можна
запісаць празроўнасць нулю змяшанага здабытку векта-
раў. Паколькі змяшаныздабытак роўнывызначніку мат-.
рыцы каардынат вектараў г--го, аі, аг, то раўнанне
плоскасці П мае выгляд

ХХ ўу-Ц 2-й

і, т. з [зьб. (4.16)

Раскладваючы вызначнік па першым радку, атры-
маем раўнанне плоскасці ІІ у выглядзе (4.13).

З. Няхай, акрамя пункта Му, на плоскасці П вызнача-

ны яшчэ два пункты Муху; уі; 21) і Мах» уз; 2»), прычым

пункты Мо, Мі, М» не належаць адной прамой. У гэ-
Банан аў

тым выпадку вектарыаі“:М.М; (хі -- ха; У Ме, 217 20),

Зах “ з.» оз

аММ.(хь-- Хо ўэ-т Мо: 2г- 2о) з'яўляюцца некалініяр-

ныміі паралельнымі плоскасці П. На падставе раўнання

(4.16) атрымаем раўнанне плоскасці па трох зададзеных

пунктах

х-х ўсі 8 --бо

хі--хо су 21-720[550. (417)

Х--Ху Чэ-'бо 8а--ё0

Калі плоскасць П адсякае на восях сістэмы каарды-

нат Ох, Оу, Ог ненулявыя адрэзкі а, б, с, то пункты

Ма; 0; 0), М(О; 6; 0), МО; 0; с) належаць П, а таму,

згодна з (4.17), раўнанне плоскасці мае выгляд

х-а у 2

га б 0150.

га 0 ес

Падлічыўшы вызначнік, атрымаем раўнанне плоска-

сці ў адрэзках

х 2

тўе
4. Будзем лічыць, што плоскасць П не праходзіць

праз пачатак сістэмы каардынат --пункт О. Абазначым

праз 0 аснову перпендыкуляра,як! апушчаныз пункта
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О на плоскасць. Няхай нам зададзены адлегласць р ад

- пункта О да плоскасці Пі велічыні вуглоў а, В, ў паміж

ага ; .
вектарам 00 і дадатнымі кірункамі восяў Ох,к О2

(рыс. 4.6). Паколькі рс»О, то вектар п'-- (1/гу0д ёсць

адзінкавы нармальны вектар плоскасці П, а таму

п"-к(соз а; со5 В; соз ў), Ф(р соз а; р со5 В; р со у). Пад-

стаўляючы каардынаты нармальнага вектара п? і пункта

ОоеПу раўнанне (4.13), будзем мець

со5 шх-- р соз а)--со5 В(у-- юсо В)--

4-соз (2 --р соз ў)з2 д. х

 

Рыс. 46

Раскрываючы дужкі, на падставе тоеснасці сов?а-

АЕ сов” ВЗ со5” ўс І атрымаем нармальнае раўнанне плос-

касці П:

х соз а-- у сов В-р2 соз ў-- рэд. (4.18)

Калі , плоскасць П праходзіць праз пункт О, то

рэ-О і п? ёсць адзін з двух магчымых адзінкавыхвекта-

раў, перпендыкулярных П.
Як і для агульнага раўнання прамой на плоскасці,

аналагічнымі разважаннямі можна паказаць, што калі

памножыць агульнае раўнанне (43.14) плоскасці на нар-

моўны множнік рэз Б (1/У423-В“З- С? ), то атрымаем
нармальнае раўнанне плоскасці ў выглядзе

Ах-Е Ву--Сг-рЮ о

Маз:вг С?

дзе знак у назоўніку бярэцца процілеглым знаку Э.
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2”. Раўнанні прамой. У прасторыстановішча прамой
1, можна вызначыць,калі задаць нейкі пункт Мі(хо; ус: 20)
і ненулявы вектар а--(4; т; 5), паралельныІ. (кіроўны
вектар). У сваю чаргу кіроўны вектар а можна вызна-
чыць дадатковым пунктам М.(х; у; 2;), які з'яўляецца
канцавым пунктам вектара а, замацаванага ў пункце М).
Нарэшце, прамую /, можна разглядаць як перасячэнне
дзвюх дадзеных непаралельных плоскасцяў. Адпаведна
пералічаным зыходным дадзеным разгледзім раўнанні
прамой І. ,

1. Няхай М(х; у; 2) ёсць адвольны пункт прасторы;
г» г -- радыусы-вектарыпунктаў Мо, М. Тады неабходнай
і дастатковай умовай таго, што М належыць прамой І.

А

з'яўляецца калініярнасць вектараў ММ --г--го іа. Калі

запісаць умову калініярнасці ў выглядзе г--гузеёа, то

атрымаем вектарнае раўнанне прамой:

гэто га.

Каардынатная форма вектарнага раўнаннядае пара-

метрычныя раўнанні прамой у прасторы:

хавхо- І, узкуз- ті, зваў. 5, - соі - ее.

Умову калініярнасці вектараў г--го і а можна запі-

саць у выглядзе прапарцыйнасці каардынат, што і дае

кананічныя раўнанні прамой 1:

хэмўстёго (4.19)
а '

2. Зыходзячы з дадзеных пунктаў Мо, М:е 1,вызна-

АХ

чым кіроўны вектар азММ. 22 (х;- Хо; И1-- М; 21-- 20).

Цяпер, згодна з раўнаннем(4.19), маем раўнанні прамой

па двух зададзеных пунктах:

х-х  ў-ўо . 790

хх  Мі--Ио"ыс
 

З. Няхай непаралельныя плоскасці Пі, І», перася-

чэнне якіх вызначае прамую І., падаюцца агульнымі!

раўнаннямі:. ,

Аіх-ВуСгр10,

Дух:ВЕСг -БР».

Каардынаты кожнага пункта прамой І. з'яўляюцца

развязкам раўнанняў (4.20). Наадварот, кожны развязак
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(х; у; г) сістэмы(4.20) уяўляе сабой каардынатынекато-

рага пункта прамой І. Такім чынам, сістэма (4.20) ёсць

раўнанне прамой /, у прасторы.

Раўнанне (4.20) можна пераўтварыць у іншыя тыпы

раўнанняў прамой І. у прыватнасці ў кананічныяраў-

нанні. Пакажам гэта. .

Паколькі плоскасці П; і П» непаралельныя, то нар-

мальныя вектары п;зе(А; Ву С:), позе(А» В С.) гэтых

плоскасцяў некалініярныяі кожныз іх перпендыкулярны

прамой І. Адсюль вынікае, што ў якасці кіроўнага

вектара а прамой можна ўзяць вектарны здабытак

вектараў пі, п». Каардынатывектарнага здабытку вызна-

чаюцца па формуле:

і ] К

а- А, В. С, р

А, В, С,

В. Сі]. [С А]. [4, 8,

“в, сі ІС, А.І” (А; 8  

Каб атрымаць раўнанні (4.19), застаецца вызначыць

пункт Муху Ус; 2о)сгі, як некаторы развязак сістэмы

(4.20).

32, Асноўныя задачы для плоскасцяў і прамых. Раз-

гледзім наступныя задачы.
1. Даследцем узаемнае размяшчэнне плоскасцяў. Ня-

хай П. і Й. - дзве плоскасці, якія вызначаюцца раўнан-

нямі:

Ах. ВуСг.ру,
(4.21)

АхВуСг.Р...

Дзве плоскасці могуць перасякацца па прамой, быць
паралельнымі або супадаць. Знойдзем абмежаванні на

раўнанні (4.21) у кожным з пералічаных выпадкаў.

.. Плоскасці П. і П, перасякаюцца па прамой, калі
і толькі калі нармальныя вектары пізз(Аў Ву Сі),
позк(А., В» С.) не з'яўляюцца калініярнымі, Значыць,

каардынатывектараў п], п» не прапарцыйныя і таму не

мае месца хоць адна з роўнасцяў

Аі/Аззе В./В.з» С/С».
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е

Выпадку паралельнасці П, і П. адпавядае ўмова

А./АВ./ВЗ С./СьЗЕ Р. /Ю»,

а выпадку супадзення - умова

А/АВ./В.С/СРі/Р».

Будзем разглядаць узаемнае размяшчэнне трох і
больш плоскасцяў у прасторы. Няхай прамая І. ёсць лінія
перасячэння плоскасцяў П;і П., якія падаюцца раўнання-
мі (4.21). Тады мае месца

Тэарэма 4.4. Плоскасць П. праходзіць праз прамуюІ,
калі і толькі калі яна вызначаецца раўнаннем

А.х-- ВазСгР.)

З В(Ах 3: Ву -Е СгРэ), (422)

дзе а, В ёсць пэўныя рэчаісныя лікі.

Д Неабходнасць. На плоскасці П. зафіксуем

пункт М”(х”, уе, г“)ее І. Тады адзін з лікаў

абАВСа“Р»

ВЕ -(АхВі“ З Сі2'“4- Ф.)

адрозніваецца ад нуля.

Раўнанне .

а(Ах.ВЗСг.РЗВАВуСа)

ёсць агульнае раўнанне некаторай плоскасці. Пакажам,

што яна супадае з П.. Сапраўды, калі мы возьмем два

розныя пункты Мо, Міс, то іх каардынаты праўдзяць

апошняе раўнанне. Каардынаты пункта М” таксама

задавальняюць раўнанне на падставе вызначэння а”, В”.

Паколькі тры розныя пункты Мо, Мі, М” плоскасці П.

цалкам яе вызначаюць, то апошняе раўнанне падае

плоскасць Па.

Дастатковасць. Калі плоскасць Пз падаецца

раўнаннем (4.29), то для каардынат кожнага пункта

прамой І. раўнанне плоскасці Па набывае выгляд а04-

З В:0--0. Гэта азначае, што І, г П.. п

Змяняючы велічыні а, В у роўнасці (4.22), можна

“атрымаць раўнанне ўсякай плоскасці, якой належыць

прамая І. Напрыклад, пры азе0 атрымаем раўнанне

плоскасціП), а пры В--0 --плоскасці Пі. З гэтай прычы-

ны раўнанне (4.22) называецца раўнаннем пучка плос-

касцяў з воссю І.
Вязанкай плоскасцяў з цэнтрам Махо Ус го) назы-
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ваецца мноства ўсіх плоскасцяў, якім належыць пункт

Мо. На падставе раўнання (4.13) атрымаем раўнанне вя-

занкі плоскасцяў з цэнтрам Му:

А(х-- хо)-Е В(у- уо) --С(г- го)»,

дзе А, В, С ёсць адвольныя рэчаісныялікі, адзін з якіх

няроўны нулю.
9: Вызначым вугал паміж плоскасцямі. Няхай плос-

касці П, і П. задаюцца раўнаннямі (4.21). Двухграневы

вугал паміж плоскасцямі будзе роўны вуглу паміж

нармальнымі вектарамі пі-г(А; Ву; С:), пэзт(Ах В»С,).

Таму на падставе формулы(3.49) маем:

(пі п) С АА» ЗСВВС;Са
со5 ФАЁ-ААА.атая.

а авУАВС
(4.93)

Формула (4.23) вызначае велічыню аднаго з вуглоў

паміж плоскасцямі П, і П». Косінус сумежнага вугла

л--а можна таксама атрымаць па формуле (4.23), калі

адно з раўнанняў (4.21) памножыць на -І.

Умова перпендыкулярнасці плоскасцяў вынікае з

формулы (4.23) пры со5з 8220;

А.А.» З. В.В. 4. СІС».

З. Вызначым адлегласць ад пункта да плоскасціі яго
адхіленне. Нагадаем, што адлегласцю а ад пункта Мо да
плоскасці Ті называецца даўжыня перпендыкуляра,які
апушчаны з Мо на П. Калі М; ёсць пункт перасячэння

е “ 9 За”

перпендыкуляра і плоскасці, то з ]МоМ.].

Адхіленнем А пункта М. ад плоскасці П называецца
велічыня, роўная а, калі Мо і пачатак сістэмы каардынат
О знаходзяцца па розныя бакі ад ГІ, і велічыня, роўная
--а, калі Мо і О знаходзяцца па адзін бок ад П.

Няхай (ху; ўс; 20) ёсць каардынаты пункта Мо. Анала-
гічна доказу тэарэмы 4.3 даказваецца

Тэарэма 4.5. Калі плоскасць П падаецца нармальным
раўнаннем

х со5з а--у соз В-р2 соз ў--ра,

то адхіленне А пункта М. ад П вызначаецца формулай

АД хо со5 а-- уо со5 В» 2соз 9- р.

Калі П падаецца агульным раўнаннем, то

джВуСвеВ
, 4.24)

з МазВа С? (
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дзе знак перад коранем у назоўніку (4.24) бярэцца

процілеглым знаку Р.
На падставе тэарэмы 4.5 і азначэння адхілення

атрымліваем формулу адлегласці:

а-- ху сов а- ус сов В-р го сов ў--рі,

або ' ,
4 ІАхо-- Вуз-Ь Сго-Е РІ

Маг в24- С?

Заўвага 4.І. Калі пункт О належыць плбёкасці П, то Д--а для
пунктаў прасторы, кудынакіраванывектар п? -- (соз а; соз 8; соз ў); для
астатніх пунктаў прасторы Д -а.

4. Даследуем цзаемнае размяшчэнне прамой і плос-
касці. Няхай плоскасць П падаецца агульным раўнаннем
(4.14), а прамая І,-- кананічнымі раўнаннямі (4.19).
Нагадаем, што вугал паміж І, і П ёсць вугал ф паміж
кіроўным вектарам І, і яго геаметрычнай праекцыяй

на П. Зразумела, што 0фас л/2.
Абазначым праз ф вугал паміж нармальным век-

тарам п-(А; В; С) плоскасці і кіроўным вектарам

а--(І; т; 5) прамой. Паколькі ф разам з вуглом ф складае

п/2, то:

Ка, а). ІАІ-Е Вяз С]

іаПа] АВСУР

”

Гэтая формула дае магчымасць апісаць аналітычна

ўзаемнае размяшчэнне прамой і плоскасці: .

1) калі МП, то ф--0, а таму мае месца роўнасць

АІ-: ВозСб;

9) калі І, належыць плоскасці П і МаХо; Мо 20) ёсць

некаторы пункт 2, то Мове П, а таму, акрамя роўнасці

з п. І, мае месца

Ахо-- Ву:Сор0;

3) калі прамаяІ, перасякае ІІ у адзіным пункце Ме,

то фэе0. Значыць,

зіп рэ соз фа

АІ4- Вт. Св БО.

Каб адшукаць каардынаты(х'“; ў“; 2“) пункта перася”

чэння М“, скарыстаем параметрычныя раўнанні прамой:

кію, узеууЗ ті, газ --9е ра фо.
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Няхай параметр іза“ адпавядае М”. Каардынаты М“

праўдзяць раўнанне плоскасці, а таму

А(хо-Е 1942Вірті): С(го-з)--0,

адкуль
Аху- Виуз-Ь СгР

Аё-
АІ4- Вт З С8

Цяпер на падставе параметрычныхраўнанняў няцяж-

ка вызначыць (х5 ў2”).
5. Даследцем цзаемнае размяшчэнне прамых. Няхай

прамыя /; і І, у прасторы зададзены кананічнымі

раўнаннямі:

х-х ў-Цц 8-2, ХХ ўу-Ц 8-8
 

 
 
 , 5

С т. 51 Я т. 5

З геаметрычных меркаванняў прамыяІ; і 1. могуць
знаходзіцца паміж сабой у наступных дачыненнях: быць
паралельнымі, супадаць, перасякацца ў адзіным пункце,

крыжавацца. Знойдзем умовы, якія задавальняюць пара-
метры раўнанняў прамых у кожным з пералічаных вы-
падкаў.

Будзем разглядаць кіроўныя вектары а,:-(11; 721; 5),

а(1; т» 5») прамых [Іі 1».
Відавочна, што прамыя /.), Г. ёсць паралельныя, калі

і толькі калі вектарыа), а»-- калініярныя, Г. Зн.

Дт./пьзе 8,/5». (425)

АЭ

Акрамя таго, калі прамыя супадаюць, то вектар М.М»,
які злучае пункты Міхуі; 21), Мах» у» геі»
калініярны вектарам а), а», а таму

МХ!у с Ф-а (4 26)

ІЁ, пі 5;

Такім чынам, атрымліваем, што ягабходнай і дастат-

ковай умовай паралельнасці прамых І. і І» з'яўляецца
ўмова (4.25), а неабходнай і дастатковай умовай супа-
дзення прамых 1і І.» з'яўляецца адначасовае выкананне
ўмоваў (4.25), (4.26).

Няхай цяпер умова (4.25) не выконваецца, тады
прамыя 1; і І. або перасякаюцца ў адзіным пункце, або
крыжуюцца.

Калі прамыя І; і І.» перасякаюцца ў адзіным пункце,

то існуе плоскасць, якой належаць прамыя. З гэтага
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. ах
вынікае, што вектары М.М»,а,, а, з'яўляюцца кампла-
нарнымі, што раўназначна роўнасці нулю іх змяшанага
здабытку. Значыць, неабходнай і дастатковай умовай
перасячэння непаралельных прамых І. і 1» з'яўляецца
роўнасць нулю вызначніка:

Хэ--Хі ИМУз--Мі ё--за:

і, т) 5; 50.

ь т» бо

-.. Зразумела, што прамыя І. і І, крыжуюцца, каліі толь-
кі калі парушаецца апошняя роўнасць.

У выпадку, калі прамыя 1), 1.» перасякаюццаў адзі-
ным пункце, узнікае задача вызначэння вугла паміж імі.

Відавочна, што гэтывугал роўнывуглу ф паміж кіроўны-

мі вектарамі а; і а», таму ,

сов фас (а, а). ЦЬ. туты 515;

аа ДЗараУада
У прыватнасці, з гэтай формулы вынікае ўмова пер-

пендыкулярнасці прамых І. і 1;

ЦІ,тт519255 0.

У выпадку, калі прамыя І, І, крыжуюцца, узнікае

задача вызначэння найкарацейшай адлегласці паміж

прамыміі агульнага перпендыкуляра. Для яе развязання

спачатку вызначым раўнанне плоскасці Пу, якой нале-

жыцьпрамая 1, а прамая 1; паралельная. На падставе

даследавання задачы маем '

(ГСП)(АЗ. Вт, 4. С5; 0, Ахі-Б ВуСара0),

дзе А, В, С, Р -- пакуль невядомыя параметрыагульнага

раўнання плоскасці По. Акрамя таго,

(.ПП)-»(АтВЬь-- С5,»5 0).

Такім чынам, параметрыА, В, С, Р раўнання плоска-

сці По вызначаюцца сістэмай

АІ, Вт. 4 Сз; ад,

АЗВт,Сз» хе 0,

Ах.,-- Ву, ФСарад

трох раўнанняў з чатырма невядомымі.
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Развязваючы сістэму, вызначым параметры А, 8,

С праз Р. Адкуль, напрыклад, пры Р-І атрымаем

значэнні ўсіх параметраў раўнання плоскасці По. Пасля

гэтага вызначым найкарацейшую адлегласць паміж пра-

мыміІ. і 1; яна роўная адлегласці а ад пункта Мх»у»;

2.) да плоскасці П. (гл. формулу (4.24)).

Каб знайсці агульны перпендыкуляр да прамых1,1.,

трэба вызначыць раўнанні дзвюх плоскасцяў ПІ; і П,якія

перпендыкулярныя плоскасці По і праходзяць, адпавед-

на, праз прамыя 1. і І». Агульны перпендыкуляр ёсць

лінія перасячэння плоскасцяў П; і П».

4.3. ЛІНІІ! ДРУГОГА ПАРАДКУ

12. Кананічныя раўнанніліній другога парадку. З па-
пярэдніх параграфаў раздзелу мы ведаем, што прамыя
гна плоскасці (і толькі яны) з'яўляюцца лініямі першага

парадку. Цяпер будзем разглядаць лініі другога парад-

ку, вывучаць іх уласцівасці.
Агульнае раўнанне лініі другога парадку мае выгляд

Ад-9Вху4 Ср--2рх4 ЕзуЕ0,

дзе А, В, С, Р, Е, Е ёсць зададзеныя рэчаісныя лікі,

прычым хоць адзін з трох параметраў А, В, С не роўны

нулю.
Разгледзім шэсць найбольш важных прыватных вы-

падкаў гэтага раўнання:
2

19; асі, агбэО0 (эліпс);
2

2) ў-ва, а, Б,0 (гіпербала);

3) Ў Эрх, рэд (парабала);
4) аг-0, а, Ь0 (пара перасякальныхпра-

мых); :
5) Ў- а?-0 (пара паралельных прамых);
6) Ў?0 (пункт).
Пералічаныя раўнанні называюцца кананічнымі раў-

наннямі ліній другога парадку. Вывучым уласцівасці
кожнай з ліпій, якія вызначаюцца кананічнымі раўнан-

нямі.
Азначэнне 4.І. Эліле ёсць геаметрычнае месца пунк-

таў, каардынаты якіх праўдзяць раўнанне
ж 2

Басі, агь»о. (4.27)
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Зазначым, што пры а-2 б эліпс ёсць акружыназ цэнт-
рам у пункце О, радыусам а.

Непасрэдна з раўнання вынікае, што каардынаты
пунктаў эліпса падпарадкоўваюцца няроўнасцям
Іх са, [уі 26. Значыць, эліпе ёсць абмежаваная лінія
якая не выходзіць за межы вызначанага гэтымі няроў.

насцямі прамавугольніка (рыс. 4.7).

 

Рыс. 47

Раўнанне эліпса змяшчае толькі цотныя ступені каар-

дынат пунктаў, а таму разам з пунктам (х; у) эліпсу

належаць пункты (--х; у), (х; -и), (--х; --у). З гэтага

вынікае, што эліпс ёсць лінія, сіметрычная ў дачыненні

да восяў Ох і Оу і пачатку сістэмы каардынат Оху.

Цяпер зразумела, што даследаванне формы эліпса да-

статкова здзейсніць у першай чвэрці Оху, а ў астатніх

пунктах яго пабудова вызначаецца сіметрыяй.

Для першай чвэрці агульнае раўнанне эліпса можна

развязаць для у. Тады атрымаем

уа Ча--х”.

Графік гэтай функцыі, якая пры павелічэнні х ад Од да

а манатонна спадае ад б да О, паказаны на рыс. 4.7.

Восі сіметрыі Ох і Оў называюцца восямі эліпса,

а цэнтр сіметрыі (пункт О) -- цэнтрам эліпса. ПунктыА.,

А», В., В. перасячэння эліпса з восямі называюцца вяршы-

нямі эліпса (рыс. 4.8).

Адрэзкі ОА (ОА,), ОВ(ОВ»)і іх даўжыні называюцца

паўвосямі эліпса.

Абазначым праз с велічыню Уа”--ё”,якая на падста-

ве няроўнасці ах» б з'яўляецца рэчаіснай (с«га). На восі

Ох адзначым пунктыР; і Р», якія маюць абцысы х-: Фё.

Гэтыя пункты называюцца фокусамі эліпса. У дачыненні

да фокусаў эліпса мае месца наступная
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Рыс. 48

Тэарэма 4.6. Пункт М плоскасці належыць эліпсу,
калі і толькі калі сума адлегласцяў ад фокусаў Р“, Ё» да
пункту М роўная За.
0 Неабходнасць. Няхай каардынаты (х; у)

пункта М праўдзяць раўнанне (4.27). Дакажам, што
выконваецца роўнасць

А А
ІР.МІЗ-- [Р.М[ да. , (4.28)

Відавочна (гл. рыс. 4.8), што

[МаеГММа-еЎЗЫ.
з,5 ну : з”

Падстаўляючы ў гэтыя роўнасці выраз ў--; (а-
а

-2), які вынікае з раўнання (4.27), будзем мець:

(РМ [а4- скаргаЁга)Мага

с

вафох,

ІМІ а-Всх-- ааЁ(а) АМелаўА
' 2

С
Ва-ёх,

а

адкуль пасля складання атрымаем роўнасць (4.28).
Дастатковасць. Пакажам, што калі для пункта

М мае месца роўнасць (4.28), то каардынаты(х; у) праў-
дзяць раўнанне (4.27).

Сапраўды,

га Мх-реўчнЬМх-ўнай,
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адкуль атрымаем, што

вага (х-р сарчас(а-еў
Раскрываючыдужкі, спрасцім апошні выразі ў выні-

ку будзем мець

а. сха аМ(ка- еў”.

Падвысім, абедзве часткі да квадрату і прымем пад
увагу, што с“-га?--Ь”. Атрымаем

агррагу?,

адкуль вынікае раўнанне (4.27) эліпса.
Адзначым, што ў некаторых падручніках па аналі-

тычнай геаметрыі сцверджанне тэарэмы 4.6 бярэцца

ў якасці азначэння эліпса. . '

Вызначым параметрычныя раўнанні эліпса і пака-

жам спосаб яго пабудовы. З гэтаю мэтай на плоскасці

хОу пабудуем дзве канцэнтрычныя акружыны радыусаў

Ьі а з цэнтрам у пункце О (рыс. 4.9). З пункта О пад

вуглом д да восі Ох, д«сд0 с 2л, правядзем паўпрамую,

Й

 

Рыс. 49

якая перасякае акружыныў пунктах М.і, М.. З пункта М,

правядзем прамую, паралельную восі Оу, а з пункта

М. -- прамую, паралельную восі Ох. Пакажам, што пункт

М перасячэння пабудаваных прамых належыць Эліпсу.

Сапраўды, з рыс. 4.Э вынікае, што каардынаты (х;

ў) пункта М вызначаюцца формуламі:

хае ТОМ.Ісоз 68--а соз Ф, уг ТОМ. Ізіп 0:; б іп д.
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Калі падставіць(х; у) у кананічнае раўнанне(4.27), то

атрымаем тоеснасць со5? 0--5іп 8: І, якая і паказвае,

што М належыць эліпсу.
Паколькі кожнаму пункту эліпса адпавядае адзіны

вугал 0, то параметрычныя раўнанні эліпса маюць вы-

гляд: ;
хЗа соз 0, уб зіпО,

дзе 0 ёсць параметр, які належыць прамежку (0,2л).

Азначэнне 4.2. Гіпербала ёсць геаметрычнае месца

пунктаў, каардынаты якіх праўдзяць раўнанне

г 2

Б-рсі, а, 550. (4.29)

З раўнання (4.29) відаць, што абцыса ўсякага пункта

гіпербалы падпарадкоўваецца няроўнасці [х] 22а. Апош-
няе азначае, што гіпербала знаходзіцца па-за паласой,

абмежаванай прамымі х-- -а. Больш таго, паколькі

раўнанне (4.29) утрымлівае толькі цотныя ступені ка-

ардынат, то гіпербала ёсць сіметрычная ў дачыненні да

восяў Ох, Оу і пачатку сістэмы каардынат О. З гэтай

прычыныдастаткова выявіць форму гіпербалыў першай

чвэрці сістэмы Оху, а ў астатніх чвэрцях гіпербалу

можна пабудаваць на падставе сіметрыі.

З раўнання (4.29) для першай чвэрці сістэмы Оху

атрымаем функцыю

заГаа. .- (4.30)
а

Графік гэтай функцыі, якая пры павелічэнні х ад а да

бясконцасці манатонна нарастае ад 0 да бясконцасці,

паказаны на рыс. 4.10.
Пакажам, што гэты графік наколькі пажадана пады-

ходзіць да прамой /), якая вызначаецца раўнаннем

ць,
ўза.

 

 
Рыс. 4.10
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Дзеля гэтага з адвольнага пункта М графіка пабудуем
перпендыкуляр ММ на І, і прамую МК, паралельную восі
Оу. Няхай К ёсць пункт перасячэння прамых І. і
МК. Тады

[МК] іук-аа(х-Ма)а, (431
а хы Ма-а М )

дзе ух ёсць ардыната пункта К. Адсюль, з улікам няроў-
т А

насці [МА] «г ІМКІ, будзем мець

[ММ] «г----ар
куеса”

Апошняя няроўнасць паказвае, што калі абцыса пунк-
та М павялічваецца, то адлегласць паміж М і прамой

Ё, змяншаецца і становіцца меншая за кожны наперад
зададзены дадатнылік. Больш таго, роўнасць (4.31) свед-
чыць, што графік функцыі (4.30) не перасякае пра-
мую І. Прамую І, называюць асімптотай гіпербалы.
Зразумела, што на падставе сіметрыі гіпербала будзе

мець і другую асімптоту

6
ўтах

Каб зрабіць рысунак гіпербалы, трэба спачатку пабу-

даваць прамавугольнік (яго стораны паралельныя восям

Ох, Оу), цэнтр якога супадае з пачаткам каардынат,

а даўжыні асновы і бока роўныя адпаведна За і 2Ь.

Затым трэба пабудаваць дыяганалі прамавугольніка,

а пасля нарысаваць саму гіпербалу (рыс. 411).

 

 

Рыс. 4.1

Гіпербала ёсць лінія, якая складаецца з дзвюх асоб-

ных галін. Дадатным значэнням Х адпавядае правая яе.

галіна, а адмоўным х -- левая галіна. Пункт О ёсць цэятр
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гіпербалы, а восі сіметрыі Ох, Оў называюцца восямі

гіпербалы. Вась, якая перасякае гіпербалу ў двух пунк-

тах, называецца рэчаіснай, а другая вось -- уяўнай. Пун-

кты Д (--а; 0), Ада; 0) ёсць вяршыні гіпербалы. Адрэзкі

ОАКОА,), ОВ(О8.) называюцца паўвосямігіпербалы. Ча-

сам паўвосямі называюцца лікі а іб. Калі а--б, гіперба-

ла называецца раўнабокай.

Абазначым праз с велічыню Чаг--” і адзначым на

рэчаіснай восі Ох пункты Е(-- с; 0), РАС; 0), якія будзем

называць фокусамі гіпербалы. У дачыненні да фокусаў

мае месца
Тэарэма 4.7. Пункт М плоскасці належыць гіпербале,

калі і толькі калі абсалютная велічыня розніцы адлеглас-

цяў ад фокусаў Рі, Р» да пункта М роўная З2а.

[2 Неабходнасць. Няхай каардынаты (х; у)

пункта М праўдзяць раўнанне (4.29). Пакажам, што

выконваецца роўнасць

а ана

а

І Р.М]- ТМ 1 --8а. (4.39)

Падставім у формулы адлегласцяў

а 212 (ЕМ 218
ЕМ ААДач-еў а”, ІМІ Ма--еЎ ЗЕ

;
выраз раб (а-а), які вынікае з раўнання (4.29).

а? . ;

Атрымаем:

РМ Да-аа-аСМетаў

нш (а-:42].

[МУ /8--2сх заа-а) -Месаў

а(х-а),

дзе знак «плюс» адпавядае выпадку, калі М належыць

правай галіне гіпербалы, а знак «мінус» адпавядае

пунктам левай галіны гіпербалы.

Цяпер, скарыстоўваючы знойдзеныя выразы для

а А

ІЕ,МІ, ІР»МІ, пераканаемся, што праўдзіцца роўнасць

(4.32).
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Дастатковасць. Пакажам, што калі мае месца
роўнасць(4.32), то каардынаты(х; у) пункта М праўдзяць

раўнанне гіпербалы(4.29).
На падставе роўнасці (4.32) маем стасунак

4сх-Чааа МЦх--еўа.

“Падвысім абедзве яго часткі да квадрата і прымем пад

увагу, што сзга?-;”. У выніку атрымаем раўнанне

Рука,

раўназначнае раўнанню гіпербалы (4.29). 0

Знойдзем параметрычныяраўнанні гіпербалы. Дзеля

гэтага пакажам геаметрычную сувязь паміж пунктамі

гіпербалыі пунктамі пэўнага эліпса. Рыс. 4.9 дапоўнім

пабудовай прамых ОМ, ВМі, А.Х», А:Р, РМ", А.М” (рыс.

4.19). Пункты М.і, Р, М, належаць прамой ОМ,пункты В,

 

 

Рыс. 4.12

аа аю К а

Аі, А» -- восі Ох, ІОМ11:: [0411 -а, ТОМІ ТОА.І, ОВ

ёсць абцыса пункта М эліпса. Прамая А.М, паралельная

ВА,, прамыя А:Р і АМ" паралельныя восі Оу, а прамая

РМ“ паралельная восі Ох. Непасрэдна з рыс. 4.12 выні-

кае, што кожныпункт эліпса, які не супадае з вяршынямі!

В. і В. (гл. рыс. 4.8), вызначае пэўны пункт М“ плоскасці

хОу. Пакажам, што М” ёсць пункт гіпербалы (4.29).

Няхай(х; ў), (х; у") ёсць каардынаты пунктаў М і М”

адпаведна. На падставе падабенства трохвугольнікаў

ОА КМ, і ОВА, мае месца роўнасць

ОК119 ГОВІЛІОАІІ.
7 В. Русак І інш.
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, аа аю д ага

Цяпер, з улікам [091 [041 -а, ІМІ ТОАІ,

атрымаем х“-га”/х. Паколькі раўнанне прамой ОМ мае

ВЫГЛЯД у-аХ, то ардыната у” пункта М“, якая роўная

ардынаце пункта Р, вызначаецца роўнасцю

ж.Ўуба.

Падстаўляючы выразы х“ і у” у раўнанне гіпербалы

(4.29), атрымаем роўнасці:

ааеёр 9-й
ад рэ з
а І,

з” Ю а

якія паказваюць, што (х'“; у“) праўдзяць раўнаннегі-

пербалы. -

Калі скарыстаць параметрычны запіс каардынат

эліпса: х--а со5 9, узеё зіп 9, 020: 2я, то будзем мець:

о а я л л З з
Хана убБ ів, ве]о, 505; за) (за. 2л].
 

Гэта параметрычныя раўнанні гіпербалы.

Азначэнне 4.3. Парабала ёсць геаметрычнае месца

пунктаў, каардынаты якіх праўдзяць раўнанне

ўэЭрх, рэд... (4.33)

Відавочна, што разам з пунктам (х; у) парабале

належыць пункт (х; --ў), г. зн. парабала сіметрычная

ў дачыненні да восі Ох. Акрамя таго, абцысы пунктаў

парабалы ёсць неадмоўныя велічыні, а таму парабала

знаходзіцца ў першай і чацвёртай чвэрцях плоскасці хОу.

У першай чвэрці кананічнае раўнанне парабалы можна

развязаць у дачыненні да у. Атрымаем функцыю

уз Удрх. (4.34)

Графік гэтай манатонна нарастальнай функцыі не мае

асімптот (рыс. 4.13). У чацвёртай чвэрці парабалу можна

пабудаваць на падставе сіметрыі.

Вось сіметрыі Ох называецца воссю парабалы,

а пункт О перасячэння парабалыз воссю называецца яе

вяршыняй. .

На восі Ох адзначым пункт Р з абцысай х--р/2; ён

называецца фокусам парабалы. Акрамятаго, пабудуем

прамую /., якая вызначаецца раўнаннем х-- --р/2 і на-
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Рыс. 4.13

зываецца дырэктрысай парабалы. У дачыненні да фокуса

і дырэктрысы мае месца

Тэарэма 4.8. Пункт М плоскасці належыць парабале,

калі і толькі калі гэты пункт роўнааддалены ад фокуса

Е і дырэктрысыІ.
[1] Неабходнасць. Няхай каардынаты (х, у)

пункта М праўдзяць кананічнае раўнанне парабалы(4.34).
паа паа

Пакажам, што выконваецца роўнасць ІММ'І -- ]РМІ, дзе

М' ёсць аснова перпендыкуляра з пункта М наІ. Віда-

вочна (гл. рыс. 34.13), што:

(ММ --х4-р/9, ІЕМІ а Мк--р/аЎЕі.

Падстаўляючы ў апошнюю роўнасць выраз уза Эрх,

атрымаем:
рача

“ неча

ЕМркар/АЭрх захр/2 5 ІММ'І.

Дастатковасць. Няхай для пункта М плоскасці
а А

мае месца роўнасць ІРМІ-- ІММ']. Пакажам, што ка-

ардынаты(х; у) пункта М праўдзяць раўнанне (4.34). На

а

падставе выразаў для ІММ'І і ІРМ] маем

Мх-- р/2Ў Зу” зах р/2.

Падвысім абедзве часткі гэтага раўнання да квадра-

та і атрымаем кананічнае раўнанне парабалы. М

Параметрычныя раўнанні парабалы вынікаюць з ка-

нанічнага раўнання і маюць выгляд:
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Ханц, ўзга Ь Ура, 02:02: р ое,

дзе знак «плюс» адпавядае частцы парабалы ў першай

“чвэрці хОу, а знак «мінус» -- частцы парабалыў чацвёр-

тай чвэрці хОў.
Дадзім спосаб пабудовы парабалы. Дзеля гэтага на

плоскасці хОу правядзем прамую х-- --Эр (рыс. 4.14).

 

Рыс. 4.14

Няхай Р ёсць адвольны пункт гэтай прамой, ён мае

каардынаты(--2р; у). З пункта Р. пабудуем прамую Г,

паралельную восі Ох; і прамую РО. Затым з пункта

О пабудуем прамую І, перпендыкулярную прамой РО.

Пакажам, што пункт М перасячэння прамых 1, і І,

належыць парабале, якая вызначаецца раўнаннем (4.34).

Сапраўды, з прамавугольнага трохвугольніка РОМ выні-

кае, што адрэзак ОЖ ёсць сярэдняе геаметрычнае адрэз-

каў РК і КМ, а таму у--У?рх, дзе х -- абцыса М.

Разгледзім наступнае кананічнае раўнанне лініі дру-

гога парадку

а-а, (4.35)

якое можна запісаць у выглядзе

(ах-- буХаха-7-9.

Зразумела, што калі каардынаты(х; у) якога-небудзь

пункта плоскасці праўдзяць раўнанне (4.35), то гэтыя

ж каардынаты задавальняюць хоць адно з раўнанняў:

ах--БцуО, ах-бу-д. (4.36)

Раўнанні (4.36) вызначаюць пару перасякальных

прамых.:
Наадварот, калі каардынаты(х; ў) праўдзяць хоць

адно раўнанне (4.36), то яны спраўдзяцьі кананічнае
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раўнанне (4.35). Такім чынам, раўнанне (4.35) вызначае
пару перасякальных прамых.

Падобны аналіз можна правесці і для кананічнага
раўнання

ха, (4.37)
якое вызначае пару паралельных прамых ХхЗа.

Відавочна, што кананічнае раўнанне

до. (4.38)

вызначае толькі адзін пункт О(0; 0).
25, Агульнае раўнанне лініі другога парадку. У папя-

рэднім пункце мы пазнаёміліся з эліпсам, гіпербалай,
парабалай, парамі перасякальных або паралельныхпра-
мых,якія з'яўляюццалініямі другога парадку. Натураль-

на ўзнікае пытанне, якія яшчэ ёсць лініі другога па-

радку? Адказ на сфармуляванае пытанне складае змест

гэтага пункта.
Будзем разглядаць агульнае раўнанне лініі другога

парадку

А-рЭВху--С--9ру-9Еу--Е0, (439)

дзе А, В, С, Р, Е, Е ёсць пэўныя рэчаісныялікі і хоць

адзін з лікаў А, В, С няроўны нулю. Зразумела, што лінія

І, (вызначаная гэтым раўнаннем) як геаметрычны аб'ект

не зменіцца, калі ад зыходнай сістэмы каардынат Оху

перайсці да іншай дэкартавай прамавугольнай сістэмы

каардынат 01х.19..

Пакажам, што існуе такая сістэма Оіхіу,, у якой

раўнанне І, набывае такі просты выгляд, што геаметрыч-

ная характарыстыкалініі І, не выклікае вялікіх цяжкас-

цяў. Далей мы пададзім правілы, з дапамогай якіх

выбіраецца патрэбная нам сістэма Оіхіу, а таксама

вызначаецца тып лініі на падставе яе зыходнага раў-

нання (4.39).

Паколькі ўсякі пераход ад сістэмы Оху да сістэмы

Охіў; без пераарыентацыі каардынатных восяў і без

змянення даўжыні ортаў можа быць здзейснены З

дапамогай паралельнага пераносу, а затым павароту

сістэмы каардынат, то мы асобна будзем разглядаць

каэфіцыентыраўнання (4.39) пры паралельным пераносе

і павароце. з

Дамовімся сукупнасць складнікаў АЮЭВху-- Су

левай часткі раўнання (4.39) называць сукупнасцю ста-
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рэйшых складнікаў, а сукупнасць складнікаў 2рха-

-9ВЕц -- лінейнай часткай раўнання.

Няхай дэкартава прамавугольная сістэма каардынат

Ох; ёсць вынік паралельнага пераносу сістэмы Оху

з

у кірунку вектара ОО... Тады формулы пераўтварэння

каардынат маюць выгляд:

кахХо УШМо

дзе (хо; ио) ёсць каардынаты пункта О; у сістэме Оху.

Падстаўляючы гэтыя формулы ў левую частку (4.39),

атрымаем раўнанне лініі І, у сістэме Ох:

Ах-рЭВху,СЕ2Ріх, ЗВЕБ Р, 0, (4.40)

дзе ;

РіАхВуР, Е,Вху-- СЕ,

ЕіАдз 2Вхоўу-СЗдрхо- ЗЕц-Е Е.

Аналізуючы раўнанне (4.40), можна адзначыць, што

пры паралельным пераносе сістэмы каардынат сукуп-

насць старэйшых складнікаў раўнання лініі не мяня-

ецца.
Зразумела, што раўнанне (4.40) спросціцца, калі каэ-

фіцыенты Э; і Е, будуць роўныя нулю. У. гэтым выпадку

сістэма

(441)

аа (4.49)
Вх-Су -Е

будзе мець развязак.

Кожны развязак сістэмы (4.42) называецца цэнтрам

лініі І.. Калі лінія І. мае адзіны цэнтр, то яна называецца

цэнтральнай. Дадзім геаметрычнае тлумачэнне словазлу-

чэнню «цэнтр лініі». Будзем лічыць, што пачатак сістэмы

О1хіу; знаходзіцца ў цэнтрылініі. Тады.раўнанне (4.40)на-

бывае выгляд

Ад-ЕЭВхці ЗЕ СЕЁ. ед.

Паколькі ў гэтым раўнанні адсутнічае лінейная частка,

то разам з пунктам М(хі; у) лініі належыць і пункт

М--хі -у1), які сіметрычны М у дачыненні да 0.

Такім чынам, калі лінія І, мае цэнтр, то ён з'яўляецца

цэнтрам сіметрыі лініі.
Згодна з правілам Крамэра,сістэма (4.42) мае адзіны

развязак у тым і толькі тым выпадку, калі
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А В

В С

Гэтая няроўнасць ёсць неабходная і дастатковая ўмова
для таго, каб лінія /, была цэнтральнай.

У якасці прыкладаў цэнтральных ліній можна нага-

даць эліпс і гіпербалу. Парабала не з'яўляецца цэнт-

ральнай лініяй. :

Няхай цяпер сістэма каардынат О:х;!у; ёсць вынік

павароту сістэмы Оху на вугал ф. Пункты О і О; у гэтым

выпадку супадаюць. Формулы пераўтварэння каардынат

маюць выгляд:

520, (443)
  

Хбх, соз р- у5іп Ф,

уз Хі зіп Ф-- 1; со5 Ф.

Падстаўляючы гэтыя формулы ў левую частку роў-

насці (4.39), атрымаем раўнаннелініі . у сістэме 0:1х1у]:

Аза -рЭВіхууі ЧЕСАЭріх,Еі:Е. 2гО, (444)

дзе

Аі-гВ зіп 2ф--5 (А-- С) сов 2ф--5 (АЗС),

Ві гаыца-б) зіп 2ф-- В соз 2ф,

С, 2 - В віп9ф--5 (А

-

б)со зр--з(А--С), (445)

р,Р соз ф--Е іп Ф,

Е,Е соз ф-- Ф зіп б,

Еі Е.

Аналізуючы роўнасці (4.45), можна адзначыць, што

прыпавароце сістэмы каардынат каэфіцыентысукупнас-

ці старэйшых складнікаў раўнання (4.44) залежаць толь-

скі ад каэфіцыентаў сукупнасці старэйшых складнікаў

раўнання (4.39), каэфіцыенты лінейнай часткі раўнання

(4.44) -- толькі ад каэфіцыентаў лінейнай часткі раў-

нання (4.39), а вольныя складнікі раўнанняў супадаюць.

Апрача таго пакажам, што справядлівая

Лема 4.1. Усякае раўнанне (4.39) лініі 1, спецыяльным

паваротам сістэмы каардынат на вугал ф спрашчаецца

так, што ў раўнанні (4.44) каэфіцыент В, роўны нулю.

О У раўнанні(4.39) будзем лічыць В-20. На падставе

другой роўнасці (4.45) атрымаем, што патрэбны нам
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вугал павароту ф вызначаецца трыганаметрычным раў-

наннем

-(а-б)віп 2ф-р В соз 290,

адкуль вынікае

 сіва ці д-ў агссіяа, 0«фал. 0

Для каэфіцыентаў сукупнасці старэйшых складнікаў

вызначым велічыні 7, АЗС, ІЗАС- В. У дачыненні

да гэтых велічынь мае месца

Лема 4.2. Усякі паралельны перанос або паварот

сістэмы каардынат не змяняе значэнняў Г, І. .

[2 Доказ лемы непасрэдна вынікае з формул (4.44)і

(4.45). С
Велічыні Л, І» называюцца інварыянтамі раўнання

лініі І. Заўважым, што велічыня /; роўная вызначніку

ў няроўнасці (4.43), а таму для цэнтральнай лініі маем

Гу5Е0. ,

На падставе лемы 4.І раўнанне цэнтральнай лініі

ў пэўнай сістэме каардынат О;хіу; будзе мець просты

выгляд:

А.АСЕ.зе. (4.46)

Каб класіфікаваць цэнтральныя лініі, трэба разгле-

дзець два выпадкі: 1250 і 1,0.
У выпадку 12» 0 на падставе лемы4.2 атрымаем /5--

гЕА.С]:» 0. Значыць, А., С; няроўныя нулю і маюць адноль-

кавы знак, які супадае са знакам /:. Увогуле можна

лічыць А., С, дадатнымі, у іншым выпадку раўнанне

(4.46) памножым на -- 1. Прыгэтых акалічнасцях раў-

нанне (4.46) можна запісаць наступным чынам:

га І пры Рі«-0;Я
баў" (сыбЎ

1 Ў .
алагЎ - атаў 50 пры Р.,220;

Я, Й, -І. пры Рі»;
(ЕА, (ўр/с,) Р ' '

Відавочна, что пры Рі“-0 атрымалі кананічнае раў-

нанне эліпса з паўвосямі У- Ё./Аі, М-Е/СІ;

пры ЁЕ-.0-- раўнанне пункта 00; 0), пры Р,» 0 раў-

нание (4.46) не з'яўляецца раўнаннемлініі.
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Разгледзім выпадак. /,»«-0. Паколькі /-А:С,, то
каэфіцыенты А., С; маюць процілеглыя знакі. Увогуле

можна лічыць А 0, Сі4:0. Раўнанне (4.46) можна

запісаць у выглядзе:

пры Р:«2:0;СЯЯ
ла) (АЛА)

х и с Са
блатуслату - адлстЎЛСГ 0 пры Р, 0;

СЯЙ
(САЛА (УСРЛСІУ

Пры Е:«-0 атрымалі кананічнае раўнанне гіпербалы

з рэчаіснай воссю Оіу;, уяўнай воссю Ох; і паў-

восямі МР/ТАЦ, “УР/ІС.І. Пры РО маем кана.

нічнае раўнанне пары перасякальных прамых. Пры

Е,0 атрымалі кананічнае раўнанне гіпербалыз рэча-

існай воссю Оіх!, уяўнай воссю 0О:у; і паўво-

сямі МЁРДАІ, У-Е/ІСІІ. ,

Пры/»2» 0 цэнтральнаялінія называецца лініяй эліп-

тычнага тыпу, а пры 1,ь«:0- лініяй гіпербалічнага тыпу.

Калі 1,»:-0, то раўнанне (4.39) не вызначае цэнтраль-

ную лінію. Таму, згодна з лемай 4.1, у некаторай сістэме

Оіхіу; раўнанне лініі набывае выгляд

АхСІЙ-С ЭРіх,Еш,Р; 550.

Паколькі /»250, а [іе А:--С1580, то толькі адзін

з каэфіцыентаў А., С; роўны нулю. З гэтага вынікае, што

раўнанне лініі запішацца ў выглядзе

Гар ЭР. х, -Е 2Еу, БР.0

І] пры Р, 20.

або

Г-ЕЭРіх, ЗЕ 2Еш, ЧЕ. 220. (447)

Дэталёва разгледзім толькі апошняе раўнанне, бо

спецыяльным паваротам сістэмы Ох: на вугал

фэ-л/2 да яго прыводзіцца і папярэдняе раўнанне.

Пры Рі550 раўнанне лініі (4.47) можна запісаць

у выглядзе

Б.У? “ВР Е?

[ана зо,[аа]
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Калі зрабіць паралельны перанос сістэмы Оху; да

сістэмы Ох» з дапамогаю формул:

Ё, Еі Ё,

д-рбЭрр” пбст”

то лінія будзе вызначацца раўнаннем

узае  -- Р. )х».

ПрыР;«-0 атрымалі кананічнае раўнанне парабалы
з параметрам ры-- Рі. Пры Рі»0 з дапамогаю

спецыяльнага паварота сістэмы О»х,у» на вугал фал,

зноў атрымаем кананічнае: раўнанне парабалыз пара-

метрам рэеРі
У выпадку Р:2:0 раўнанне (447) набывае выгляд

(уБЛ(ВПВ).
Здзяйсняючы далей паралельны перанос сістэмы

Ох, згодна з формуламіхіх», у95 уз-- Ёі/11, атрымаем

раўнанне лініі ў выглядзе

І-(ЕЙД- Е.)0.
Апошняе раўнанне можа быць толькі кананічным

раўнаннем пары паралельных прамых.
Калі 1,0,то лінія / называецца лініяй парабалічна-

га тыпу.
Падводзячы вынікі нашых разважанняў, адзначым,

што агульнае раўнанне лініі з дапамогай пераўтварэння

каардынат спрашчаецца да аднаго з кананічных раў-
нанняў лініі другога парадку.

39. Палярныя раўнанніэліпса, гіпербалыі парабалы.

Вызначым раўнанні эліпса, гіпербалы і парабалыў па-

лярнай сістэме каардынат. Дзеля гэтага патрэбна раз-

гледзець некаторыя ўласцівасці ліній, звязаныя з па-

няццямі эксцэнтрысітэта і дырэктрысы.
Эксцэнтрысітэтам эліпса. або гіпербалы называецца

велічыня” вег-с/а. Улічваючы, што для эліпса

сы Ма, а для гіпербалы сь Уа--”, атрымаем:

в МІ1- б/а? (для эліпса),

ва МІ--Ы/а? (для гіпербалы).

Гэта азначае, што 0-е«-1 для эліпса, е] для гі-
пербалы.

Будзем лічыць, што для парабалы г-- І. Адзначым,
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што калі эліпс з'яўляецца акружынай,то 8-0, паколькі

ў гэтым выпадку а--б

Заўвага 4.2. Эксцэнтрысітэт эліпса характарызуе форму эліп-

са: чым г бліжэй да нуля, тым больш эліпс падобны на акружыну; чым

большы е, тым больш эліпс «сплюснуты» да восі Ох.

Заўвага 4.3. Эксцэнтрысітэт гіпербалы ёсць характарыстыка

вугла паміж асімптотамі, а значыць, і формыгіпербалы: чым менш е,

тым больш гіпербала «сплюснута» да рэчаіснай восі.

Дырэктрысай эліпса (гіпербалы) называецца прамая,

перпендыкулярная восі, якой належаць фокусы, і пра-

ведзеная на адлегласці а/е ад цэнтра. З гэтага азначэння

вынікае, што эліпс (гіпербала) мае дзве дырэктрысы,

якія знаходзяцца па розныя бакі ад цэнтра.

Фокус Е; і дырэктрысу Р,іст 1, 2, якія знаходзяцца па

адзін бок ад цэнтра, будзем называць адпаведнымі.

Раней мы далі азначэнне дырэктрысы парабалы як

прамой, перпендыкулярнай восі і праведзенай на адлег-

ласці р ад фокуса, прычым дырэктрыса не мае агульных

пунктаў з парабалай.

Заўвага 4.4. У азначэнні дырэктрысы эліпса маеццана ўвазе,

што ён не з'яўляецца акружынай (8550).

Для кожнага пункта М эліпса (гіпербалы) праз г).а;

абазначым адлегласці ад М да фокуса Р, і дырэктрысы

р. (зі, 2. с

У дачыненні да гэтых велічынь мае месца

Тэарэма 4.9. Для кожнага пункта эліпса (гіпербалы)

праўдзіцца роўнасць

взег./ё, ісі, 2.

[Б Няхай на плоскасці выбрана дэкартава прамаву”

гольная сістэма каардынат Оху, у дачыненні да якой

эліпс (гіпербала) вызначаецца кананічным раўнаннем

(4.27) (або (4.29)). Разгледзім спачатку доказ тэарэмы

для пункта М эліпса (рыс. 4.15).

З рыс. 4.15 відаць, што

аа/е4х, б аў/е- х.

Беручыпад увагу доказ тэарэмы 4.6, атрымаем фор-

мулы:

Аа М

пТМ]аех, Гуза ІРМ] зва- ех.
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Рыс. 4.15

У выніку знойдзеных выразаў для г, а, ўз2гІ, 2, маем:

г. а--ех Г  а--вх
 

 е.
4 а/еўх -ё 4;ах

Цяпер разгледзім доказ тэарэмы для пункта М гі-

пербалы. Няхай М належыць левай галіне гіпербалы

(рыс. 4.16). З рыс. 4.16 відаць, што

ах-а/е, да-хае,

 

 

Рыс. 4.16

а калі спаслацца на доказ тэарэмы4.7, то будзем мець
формулы: ,

гіа -(а-вх), гэн -(ех- а)..

У выніку гэтых роўнасцяў атрымаем:
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цця г (а--ех) е ро. -Цех--а) о.

а -(ха/е) а. ІЦасайеў

Тэарэма даказваецца аналагічна для пункта М, які

належыць правай галіне гіпербалы. М

Адзначым, што для парабалы на падставе тэарэмы

48 таксама справядлівая ўласцівасць, сфармуляваная

ў тэарэме 4.9: г/а--1--8.
Для эліпса,які не супадае з акружынай, для параба-

лы і гіпербалы справядлівае сцверджанне, адваротнае”

(у пэўным сэнсе) тэарэме 4.9.

Тэарэма 4.10. Няхай для геаметрычнага месца пунк-

таў плоскасці выконваецца роўнасць г/а--е, езегсопзі

дзе г ёсць зменная велічыня, роўная адлегласці ад

разгляданых пунктаў плоскасці да фіксаванага пункта

Е (фокуса), а 4а-- роўная адлегласці ад гэтых пунктаў

плоскасці да фіксаванай прамой Р (дырэктрысы). Пры

гэтым пункт Р не належыць Р. Калі ес 1, то геваметрыч-

нае месца пунктаў ёсць эліпс; калі е:-1,-- парабала; калі

гс» 1,-- гіпербала.

ОЮ Пры е-- І на падставе тэарэмы 48 атрымаем, што

дадзенае месца пунктаў ёсць парабала.

Няхай ез» І. Пераканаемся, што ў гэтым выпадку мы

маем гіпербалу. Абазначым праз О пункт перасячэння

прамой Ф і прамой Г., якая праходзіць праз пункт Ё пер-
г

пендыкулярна прамой Р. Няхай рз-ІРО]. На прамой

І, выбіраем кірунак ад'О да Е і адзначаемпункт О злева

ад О на адлегласці р(г-1). На плоскасці зафіксуем ДЭ-

картаву прамавугольную сістэму каардынат Оху: пача-

так сістэмы ў пункце О, вось Ох супадае з накіраванай

прамой І., вось Оу выбіраецца такім чынам, каб сістэма

Оху была правая (рыс. 4.17).
гёр
 сера” 2-1

 
Рыс. 4.17
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Абазначым праз с абцысу пункта Р. Згодна з вызна-
чэннем сістэмы ОХу,

Няхай М(х; у)ёсць адвольны пункт плоскасці. Адлег-
ласці ад яго да пункта Р і прамой Р вызначаюцца
формуламі:

га М(х-- еў”, вё

Тадыа 1х--а/еі, дзе а ёсць дадатны лік, роўны
2реДе - 1). ,

Калі М належыць да геаметрычнага месца пунктаў,
якія адпавядаюць умове тэарэмы,то мае месца стасунак

Мае- еўна? /Іх--а/вІ е.

Падвысім абедзве часткі гэтай роўнасці да квадрата
і атрымаем

Х-. дсхЗ 4Ре?--9аех4-а?.

Згодна з залежнасцю с--ае, апошняя роўнасць набы-
вае выгляд

 

 

р
х- :

г2--1 І

Еі2;
а да“

Цяпер, калі абазначыць І” -- ?--а?, атрымаем, што
каардынаты пункта М задавальняюць кананічнае раў-
нанне гіпербалы.

Аналагічна даказваецца тэарэма пры г“-І, праў-
да, кірунак прамой І, выбіраецца ад Р да Од і пункт О
адзначаецца на І. злева ад пункта Р на адлегласці
реД1--еў.

Грунтуючыся на тэарэмах 4.9, 4.10, «прыходзім да

высновы, што роўнасць г/а--е пры пэўным значэнні

е ёсць неабходная і дастатковая ўмова таго, каб пункт

плоскасці належаў эліпсу (які не супадае з акружынай),

парабале, гіпербале. Гэтай умоваю мы будзем кары-

стацца прывызначэнні раўнанняў у палярных каардына-
тах пералічаных ліній. я ,

Спачатку разгледзім выпадак, калі лінія ёсць эліпс

або парабала. ,

Полюс палярнай сістэмы каардынат выбіраему пунк-
це Р, а палярную вось -- перпендыкулярнай прамой
Р і накіраванай ад Р да Р (рыс. 4.18).

Абазначым праз р адлегласць ад Р да Р, а праз (7; Ф)
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Рыс. 4.18

палярныя каардынаты пункта М парабалы (эліпса).

З рыс. 4.18 відаць, што 4--р-- г со5 Ф, а таму на падставе

роўнасці г/а--е атрымаем раўнанне :

гаА (4.48)
І--е соз Ф

Яно называецца палярным раўнаннем эліпса ці параба-

лы. У выпадку эліпса фег[д, 2л]), а парабалы-- фе:

в(0, 2л).
Вызначым цяпер палярнае раўнанне гіпербалы. Ня-

хай І. ёсць галіна гіпербалы, якая адпавядае фокусу Р,

а 1, --другая галіна (рыс. 4.19). Разважаючыяк іў вы-

падку эліпса (парабалы), лёгка пераканацца, што па-

лярнае раўнанне галіны1; гіпербалы мае выгляд (4.48).

 

Рыс. 4.19

Вызначым палярнае раўнанне І». Няхай М(г; ф) ёсць

адвольны пункт галіны І». З рые. 4.19 відаць, што

4-2 - гсоз ф--р, адкуль, згодна з роўнасцю г/а--е,

атрымаем раўнанне галіны 1:

-- реГая Р

” 1--е соз Ф.

У выніку прыходзім да высновы, што палярнае раў-

нанне гіпербалы мае выгляд
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г, фе(аі, Ві),
1- есо5 Ф

г- ре
УА, ва», ?І.ресозФ феа» Ва)

дзе межы прамежкаў змянення ф вызначаюцца вугламі

паміж асімптотамі гіпербалы і палярнай воссю. Згодна

з азначэннем эксцэнтрысітэта е гіпербалы, атрымаем
формулы:

а 22 агссо5 (1/е), Ві: Эл

-

агссоз(18),

аз агссо5 (-- 1/е), Вега дл -- агссоз (- 1/е)

для гэтых вуглоў.

4.4. ПАВЕРХНІ ДРУГОГА ПАРАДКУ

1?. Кананічныя раўнанні паверхняў другога парадку.

3 ў 4.2 мы ведаем, што плоскасці, і толькі яны, з'яўля-

юцца паверхнямі першага парадку. Разгледзім паверхні

другога парадку. Пачнем з фармулёўкі некалькіх азна-

чэнняў. , ,

Азначэнне 4.4. Эліпсоідам называецца мноства ўсіх.

пунктаў прасторы, каардынатыякіх праўдзяць раўнанне

БЫЕрЕ СІ, а,Ь, сь. (449)
а б с :

Паколькі зменныя х, уў, 2 прысутнічаюць у раўнанні
толькі ў цотных ступенях, то эліпсоіду разам з пунктам
Міх у21) належаць таксама пункты М/--хі; ўі; 2),

Мах; - ші; 21), М.(ху у-- 21), Міх; у 21),МХ
уі --2), МК-хі. у 21), Маб - ху, уі; -гі). Згэтага
вынікае, што эліпсоід ёсць сіметрычная паверхня ў дачы-
ненні да кожнай каардынатнай плоскасці, кожнай ка-
ардынатнай восі і пачатку сістэмы каардынат.

Апрача таго, з раўнання эліпсоіда вынікае, што ка-
ардынаты яго пунктаў задавальняюць няроўнасці:
Іхі са, [у] “26, [г] «сс. Гэта азначае, што эліпсоід ёсць
абмежаваная паверхня, якая знаходзіцца ўнутры прама-
вугольнага паралелепіпеда памерамі 2а х 2Б х с.

Каб уявіць форму эліпсоіда, здзейснім сячэнні гэтай
паверхні плоскасцямі, паралельнымі каардынатнай пло-
скасці хОу. Раўнанні такіх плоскасцяў ёсць 22-й, -с
«Лес, а лінія перасячэння вызначаецца сістэмай
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2 2 2.3 2 2дратуе,
аз П.

З гэтага відаць, што лінія перасячэння з'яўляецца эліп-
сам з паўвосямі

абааМ1-е, Баві1-а, сПс,

які размешчаны сіметрычна ў дачыненні да плоскасцяў
хОг і уОз.

Зразумела, што велічыні а“, Б“ маюць найбольшыя
значэнні пры 2--4,г. зн. самывялікі эліпс утвараецца
ў выніку сячэння эліпсоіда плоскасцю 2:-0. Калі [В]
нарастае, то велічыні а“, 5“ спадаюць і пры 2---с
становяцца роўнымі нулю,г. зн. эліпс як сечыва эліпсоіда
плоскасцямі 2-2: --с выраджаецца ў пункт.

Аналагічную сітуацыю маем і ў выніку сячэння эліп-
соіда плоскасцямі, паралельнымі хОг (уй, --Б
йб), і плоскасцямі, паралельнымі уОг (х--й, -ас
«й. а). Адзначым толькі, што сама каардынатная плос-
касць хОг сячэ эліпсоід па эліпсе з паўвосяміа,с, а плос-
касць ўО2 -- па эліпсе з паўвосямі Об, с. :

У выніку гэтых разважанняў прыходзім да высновы,
што эліпсоід ёсць паверхня, паказаная на рыс. 4.20.

 

Рыс. 4.20

Велічыні а, б, с называюцца паўвосяміэліпсоіда. Калі

ўсе яны розныя, то эліпсоід называецца трохвосныя.

У выпадку, калі аг-б--с, эліпсоід з'яўляецца сферай
радыуса а з цэнтрам у пункце О. , ,

Азначэнне 4.5. Аднаполасцевым гіпербалоідам назы-.

ваецца мноства ўсіх пунктаў прасторы, каардынаты якіх

праўдзяць раўнанне

БЕС, а,Ь, с». (4.50).

209



Па аналогіі з эліпсоідам можна паказаць, што адна-

поласцевы гіпербалоід сіметрычны ў дачыненні да кож-

най з каардынатных плоскасцяў, кожнай з каардынатных

восяў і пачатку каардынат.

Будзем разглядаць лініі перасячэння гіпербалоіда

з плоскасцю 2:5й, оо «Ср«с-- со. Няцяжка бачыць,

што гэтыя лініі ёсць эліпсыз паўвосямі

авгаМ14-/9, 6ж-ь і-ря/е.

Пры й::0 утвараецца эліпс з паўвосямі а, б, які

належыць плоскасці хОу; ён называецца гарлавым эліп-

сам. Пры нарастанні [8] паўвосі а“, б“ неабмежавана

павялічваюцца разам з эліпсам, а таму аднаполасцевы

гіпербалоід з'яўляецца неабмежаванай паверхняй.

Каб удакладніць форму паверхні, разгледзім яе ся-

чэнні плоскасцямі хОг і уОг. У выніку атрымаем лініі,

якія вызначаюцца адпаведна сістэмамі:

гра--де1) р-н,

усе, х-0.

Відавочна, што гэтыя лініі ёсць гіпербалы на плоскасці

хОг і уОз.
Падводзячы вынікі нашых разважанняў, прыходзім

да высновы, што аднаполасцевы гіпербалоід ёсць па-

верхня, паказаная на рыс. 4.9]. Велічыні а, б, с назы-

ваюцца лаўвосямі гіпербалоіда.

 

 

Рыс. 421

Аднаполасцевыгіпербалоід можа быць утвораны пэў-

ным мноствам прамых прасторы. Больш дакладна пака-

жам, што мае месца
Тэарэма 4.11. Праз кожны пункт аднаполасцевага

гіпербалоіда праходзяць дзве прамыя, якія цалкам

належаць гэтай паверхні.

[2 Разгледзім дзве сістэмы лінейных раўнанняў:
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х/а-- а/с Ц1--у/ь),
Мх/а-ро) 13--у/Ь, ые)

х/а-г/сьц1--у/Ь),
Ых/а--2/с)-1--у/6, изео.

Раўнанне (4.50) аднаполасцевага гіпербалоіда можна
атрымаць, калі перамножыць адпаведныя часткі раўнан-
няў адной і той жа сістэмы.З гэтага вынікае, што прамыя
1... І... якія з'яўляюцца лініямі перасячэння плоскасцяў,
вызначаных раўнаннямі сістэмы, належаць паверхні.

Пры Азгр--О прамыя /), Ё., вызначаюцца адпаведна
сістэмамі: .

х/а- а/с 7] Ў/а--а/е 0,

14-у/5:-0, аса

а пры Ац оо

1--у/8:;0, 1-:у9/550,

х/а4-2г/с а, х/а.г/ед.

“ Пакажам, што для ўсякага пункта Мухо у 20)
паверхні гіпербалоіда існуюць адпаведныя 4), иу, для якіх

прамыя Ь., І.перасякаюцца ў пункце Мо.

Сапраўды, калі Мос Іо ці Мові..., то ро выбіраем
такім, каб мела месца роўнасць

ш(хо/а- гу/с) 1--у/8

ыЗуз/8)-- хо/а- ее.

Калі Мусі або М.еі-, то Ло вызначаецца з роў-

насці

або

м(хка/а-- га/с)-з 1ус/В

ці

А(1--у/в)хагу/е.

У іншых выпадках 4. і цо выбіраюцца такім чынам,

каб мелі месца роўнасці:

Ха/а-- во/С зе МД -- цо/6), хора -- га/ссе н -Руе).

Зусім проста пераканацца, што прамыя 12, Ё Ёю
праходзяць праз пункт Мо. .
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Прамыя1, Г., называюцца прамалінейнымі ўтвараль-

нымі аднаполасцевага гіпербалоіда.

Азначэнне 4.6. Паверхня называецца дзвюхполасце-

вым гіпербалоідам, калі яна ёсць мноства ўсіх пунктаў

прасторы, каардынаты якіх праўдзяць раўнанне

2

2 ўІ, а, ГА с» 0. (4.51)

Як і паверхні, якія разглядаліся раней, дзвюхполасце-

вы гіпербалоід сіметрычны ў дачыненніда кожнай з ка-

ардынатных плоскасцяў, кожнай з каардынатных восяў

і пачатку каардынат.

Сячэнне гіпербалоіда плоскасцямі 225й, - ое «р

2 Д- со, паралельнымі каардынатнай плоскасці хОу, дае

лініі, якія вызначаюцца сістэмай

дауеі,

ай, -о «рач о.

З гэтага вынікае, што пры -сй«с гіпербалоід не мае

з плоскасцямі агульных пунктаў. Пры Ій[--с першае

раўнанне сістэмы набывае выгляд

ре.

Зразумела, што гэтае раўнанне праўдзяць толькі нуля-

выя значэнні х, у, а таму плоскасці 2---5с маюць

з гіпербалоідам толькі па адным агульным пункце

АЦО; 0; с), АдО; 0; --с), г. зн. з'яўляюцца датычнымі

плоскасцямі.

- Прыўмове [п»с плоскасці 22-л перасякаюць гіпер-

балоід па эліпсах з паўвосямі "

ак--амт/а-1, вав /е-і.

Калі велічыня П нарастае, то паўвосі а“, 5 таксама

нарастаюць, імкнучыся да бясконцасці. Апошняе азна-

чае, што дзвюхполасцевы гіпербалоід з'яўляецца неабме-

жаванаю паверхняй.

Сячэнне гіпербалоіда каардынатнай плоскасцю уО2

дае лінію, якая вызначаецца сістэмай

ара21,

ХО,

Відавочна, што гэта лінія ёсць гіпербала, у якой уяўная
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вось ёсць Оу, а рэчаісная вось -- Ог. Пункты (0; 0; с)
і (0; 0; --с)-- вяршыні гіпербалы.

На падставе ўсіх гэтых разважанняў прыходзім да
высновы, што дзвюхполасцевы гіпербалоід мае выгляд,
пададзены на рыс. 4.22. -

 

Рыс. 4.22

Велічыніа, б, с называюцца паўвосямі дзвюхполасце-

вага гіпербалоіда.
Азначэнне 4.7. Эліптычным парабалоідам называецца .

мноства ўсіх пунктаў прасторы, каардынатыякіх праў-

дзяць раўнанне .

“рса», р, дз». (459)
р 4

Відавочна, што гэты парабалоід сіметрычныў дачы-

ненні да плоскасцяў хОг, уОг і восі Ог. Больш таго,

паколькі р, 42» 0, то парабалоід цалкам знаходзіцца па

адзін бок ад плоскасці хОу (2220). ,

Будзем разглядаць сячэнні парабалоіда плоскасцямі

гр, Ой -- оо, якія паралельныя каардынатнай

плоскасці хОу. Лініі перасячэння вызначаюцца сістэмай

раўнанняў

Юручы
г-н, ро,

адкуль відаць, што гэтыя лініі з'яўляюцца эліпсамі

з паўвосямі а8--яр, 5“-- У2пд. Зразумела, што кал:

80,то эліпс выраджаецца ў пункт О, а пры нарастанні

й. паўвосі а“, б“ павялічваюцца, імкнучыся да бяскон-

цасці. Апошняе паказвае, што эліптычны парабалоід

ёсць неабмежаваная паверхня.
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Сячэнні парабалоіда плоскасцямі хОг і уОг даюць

лініі, якія вызначаюцца сістэмамі:

да дра] Іза,

у», Хх.

Відавочна, што кожная з гэтыхліній з'яўляецца параба-

лай адпаведна ў плоскасцях хОгі уОз.

Аб'ядноўваючы нашы разважанні, прыходзім да

высновы, што эліптычны парабалоід ёсць паверхня, якая

паказана на рыс. 4.23.

 

х Рыс. 4.23

Пункт О называецца вяршыняй, а лікі р, ф-- пара-

метрамі эліптычнага парабалоіда.

Азначэнне 4.8. Гіпербалічным парабалоідам называ-

ецца мноства ўсіх пунктаў прасторы, каардынаты якіх

праўдзяць раўнанне
2 -

Аза, р, д. (453)

Як і эліптычны парабалоід, гэтая паверхня з'яўляец-

ца сіметрычнай у дачыненні да каардынатных плоска-

сцяў хОг, уОг і восі Ог.
Сячэнне парабалоіда (4.53) плоскасцямі ўз,

во «С8«г ў со, паралельнымі плоскасці хОг,дае лініі,

якія падаюцца сістэмай

аўраЗга,
уі.

Відавочна, што гэтыя лініі ёсць парабалы, накіраваныя

ўверх, з параметрам р. Пры 2-0 атрымаем парабалу

ай (4.54)
у-0

у плоскасці хОг з вяршыняй у пункце д.
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У выніку сячэння гіпербалічнага парабалоіда плоска-
сцямі ХзаЙй, - од «Сй«с -- оо, паралельнымі плоскасці
уОг, атрымаемлініі, якія вызначаюцца сістэмай

дааМ”
хай.

Кожная з гэтых ліній з'яўляецца парабалай, вяршыня
якой належыць парабале (4.54), а сама яна накіраваная
ўніз. Параметр кожнай парабалы роўныд.

Сячэнне паверхні (4.53) плоскасцямі 2-й, - со «с
«Пс. со, паралельнымі плоскасці хОу, дае лініі:

нака (4.55)
2-й. .

Гэтыя лініі ёсць гіпербалы: пры 2» 0 гіпербала перася-
кае плоскасць хОг, пры 84:-0- выраджаецца ў пару
неперасякальных прамых, а пры 2 «20 гіпербала перася-
кае плоскасць ўОг.

На падставе нашых даследаванняў прыходзім да
высновы, што гіпербалічны парабалоід мае выгляд, пака-

заны на рыс. 4.24. .

 

Рыс. 4.24

Як і аднаполасцевыгіпербалоід, паверхня (4.53) можа

быць утворана пэўным мноствам прамых прасторы. Са-

праўды, дзве прамыя паверхні вызначаюцца сістэмай

(4.55) пры й--0. Астатнія прамалінейныя ўтваральныя

1.., Ё., гіпербалічнага парабалоіда падаюцца сістэмамі:

герБу/Ма), гцМР-а/Ма), ў

дхрУрМа, маб] панкУр-у/Ма, вае.

Разважаючы, як і пры доказе тэарэмы 411, можам

сцвярджаць, што мае месца
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Тэарэма4.12. Праз кожныпункт гіпербалічнага пара-

балоіда праходзяць дзве розныя прамыя І. і Іі, якія

цалкам належаць гэтай паверхні.

У наступным пункце параграфа мы працягнём пера-

лік кананічных раўнанняў паверхняў другога парадку.

Паверхні, якія падаюцца гэтымі раўнаннямі, проста

азначыць як геаметрычнае месца пунктаў прасторыз

пэўнымі абмежаваннямі. Грунтуючыся на 'азначэннях,

атрымаем раўнанні паверхняў, у прыватнасці кананіч-

ныя раўнанні.
9г. Цыліндрычныя і канічныя паверхні. Вылучым

неабходны клас паверхняў.

Азначэнне 4.9. Паверхня называецца цыліндрычнай,

калі яна ўтворана мноствам усіх прамых, якія паралель-

ныя фіксаванаму кірунку а і маюць агульны пункт

з фіксаванай лініяй І.

Лінія І. называецца кіроўнай, а прамыя, з якіх

складаецца цыліндрычная паверхня,-- утваральнымі.

Няхай кіроўная вызначаецца ў прасторы як лінія

перасячэння дзвюх паверхняў

Ецх, х, 2)--0, Едх, ў, 2)--0, (4.56)

а вектар а мае каардынаты(І; т; 5). Знойдзем раўнанне

цыліндрычнай паверхні.

Параметрычныя раўнанні ўтваральнай маюць вы-

гляд:

Хх, Узгуті 2245 Досіўсе,

дзе (Х; У; 2), (х;у; 2) ёсць каардынаты адвольных пунктаў

утваральнай і кіроўнай ліній цыліндрычнай паверхні

адпаведна.
Развязваючы гэтыя раўнанні ў дачыненні да Хх, ў,

2 і падстаўляючы атрыманыя выразыў стасункі (4.56),

будзем мець роўнасці

Е(Х--І, У--ті, Ё--81)зе 0;
4.57

Е(Х-І, У- ті, Ё--5814);0.

Калі ўдаецца выдаліць параметр і, то замест роўна-

сцяў (4.57) атрымаем раўнанні цыліндрычнай паверхні

ў дэкартавай сістэме каардынат Охуг.

Разгледзім прыватны выпадак, калі

Е(х, у, дее8-1, Рах, у, г)зк2,
“ “ 1).а-(0; 0;
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Аналізуючы гэтыя дадзеныя, можна заўважыць, што
першае раўнанне (4.56) ёсць кананічнае раўнанне эліп-
соіда (4.49), а другое раўнанне вызначае плоскасць хОу.
Кіроўнай . з'яўляецца эліпс з паўвасямі а, Б у плоскасці
хОу. Далей, паколькі вектара ёсць адзінкавывектар восі
О2, то ўтваральнымі цыліндрычнай паверхні з'яўляюцца
прамыя, паралельныя Ог. Роўнасці (4.57) у нашым вы-
падку будуць мець выгляд

х? у? 2--8іў
ДАБЬАЕСНІ, 2. “960,

адкуль вынікае раўнанне цыліндрычнай паверхні

Хх. У
- всі. (4.58)

Яно называецца кананічным раўнаннем эліптычнага цы-

ліндра, які паказаны на рыс. 4.25.

 

 

Рыс. 4.25

У раўнанні (4.58) яўна адсутнічае зменная 2, а таму

ўзнікае пытанне, ці заўсёды раўнанне, у якім адсутні-

чаюць адна альбо дзве зменныя, вызначае цыліндрычную

паверхню.

Тэарэма 4.13. Калі ў некаторай дэкартавай прамаву-

гольнай сістэме каардынат паверхня вызначаецца раўнан-

нем, у якім адсутнічаюць адна або дзве зменныя, то

паверхня ёсць цыліндрычная, прычым яе ўтваральныя

паралельныя тым восям, каардынатыякіх адсутнічаюць

у раўнанні,
С Няхай паверхня падаецца раўнаннем Е(х, у),

у якім адсутнічае зменная 2; адпаведна гэтым жа раўнан-

нем на плоскасці хОу вызначана кіроўная І. У гэтым

выпадку для адвольнага пункта Ма(хо; Ус; го) паверхні

выконваецца роўнасць Р(хо, уо) зеО. Будзем разглядаць

прамую, паралельную восі О2, якая праходзіць праз
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пункт Мо. Параметрычныя раўнанні прамой маюць вы-

тляд:

Х-зхь узаў, 2:КЬ оі- ое,

адкуль вынікае, што кожны пункт прамой, а значыць,

цалкам прамая належыць паверхні. Паколькі Мо ёсць

адвольныпункт паверхні, то паверхня можа быць утвора-

на мноствам усіх прамых, паралельных восі Ог, якія

праходзяць праз пункты кіроўнай І. Апошняе азначае,

што паверхняз'яўляецца цыліндрычнай і яе ўтваральныя

паралельныя восі Ог. Аналагічна разглядаюцца іншыя

выпадкі раўнання паверхні.

На падставе тэарэмы4.13 можна сцвярджаць, што да

цыліндрычных паверхняў другога парадку, акрамя эліп-

тычнага цыліндра (4.58), належаць:

гіпербалічны цыліндр, які мае кананічнае раўнанне

жХОЁСІ, а, ь50, (4.59)

 

' Рыс. 4.26

парабалічны цыліндр, які мае кананічнае раўнанне

уздрх, ро, (4.60)

і паказаны на рыс. 4.27;

 
Рыс. 4.27
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пара перасякальных плоскасцяў, якая мае кананічнае
раўнанне

а-а, а, Ьб; (4.61)

пара паралельных плоскасцяў, якая мае кананічнае
раўнанне

--а0, ад. (4.69)

Азначэнне 4.10. Паверхня называецца канічнай, калі
яна ўтвораная мноствам усіх прамых, якія праходзяць
праз фіксаваны пункт У і маюць агульныпункт з фікса-
ванай лініяй І.

Пункт У называецца вяршыняй, а лінія І, - кіроўнай
канічнай паверхні. Прамыя, з якіх складаецца канічная

паверхня, называюцца ўтваральнымі,
Калі мы маем каардынаты вяршыні У(хо Ус; 20)

і раўнанне кіроўнай І, як лініі перасячэння паверхняў:

Е(х, у, г)з 9, (4063)

Рах, у, 2)за 9,

то можна знайсці раўнанне канічнай паверхні.

Сапраўды, параметрычныя раўнанні ўтваральнай

можна запісаць у выглядзе: ”

ХЗюЫх- хо), у-уКу- і), ВашБіа- зо),

оо «сі З 99,

дзе (х; у, г) ёсць каардынаты адвольнага пункта кі-

роўнай /.
Развязваючы гэтыя раўнанні ў дачыненні да х, ў,

2 і падстаўляючыіх выразыў сістэму (4.63), атрымаем

роўнасці:

 

 

 

 4 Хо, АР, Дараў.

Калі ў роўнасцях (4.64) удаецца выдаліць параметр і,

то замест (4.64) будзем мець раўнанне канічнай паверхні

ў сістэме Охуг. ,

Разгледзім прыватны выпадак, калі

Е(х, ф, --і, Едх, у, а)зз2--с, с,

у(0; 0; 0).
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Кіроўная І, ёсць эліпс, лінія перасячэння эліптычнага

цыліндра (4.58)і плоскасці 22 с, якая не супадае з хОу.

Вяршыня У супадае з пачаткам сістэмы каардынат.

Роўнасці (4.64) у гэтым выпадку маюць выгляд:

хаў, (кў .
ВАК, 2/1-сд.
а

На падставе другой роўнасці 1-2/с. Падстаўляючыгэты

выраз у першую роўнасць, атрымаем раўнанне канічнай

паверхні

д у 2
ЗрааО0, а, Ь, сд. 4.65
а р а ( )

Яно называецца кананічным раўнаннем конуса другога

парадку, які паказаны на рыс. 4.28.

 

“Рыс. 428

Конус (4.65) з'яўляецца сіметрычным у дачыненні да

кожнай каардынатнай плоскасці, кожнай каардынатнай

восі і пачатку каардынат. Вось О2 называецца воссю

конуса. Калі 4256, то конус называецца конусам авароту.

Наступная тэарэма змяшчае фармулёўку дастатковай

умовы, пры выканаяні якой раўнанне Г(х, у, г): вызна-

чае канічную паверхню. Дзеля гэтай фармулёўкі нам

спатрэбіцца паняцце аднароднай функцыі.

Функцыя Дх, у, 2) называецца аднароднай, калі

можна падабраць такую функцыю (1), што для кожнага

рэчаіснага і мае месца роўнасць

Кіх, іу, іг), у, 2).

Тэарэма 4.14. Калі ў некаторай дэкартавай прамаву-

гольнай сістэме каардынат паверхня вызначаецца раўнан-
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нем Р(х, у, 2)-5О, у якім левая частка ёсць аднароднаяз А У
функцыя, то паверхня з'яўляецца канічнай з вяршыняй
у пачатку каардынат.
О Няхай: Міха Мо 20) -- некаторы фіксаваны пункт

паверхні, які не супадае з пачаткам сістэмы каардынат.
Праз пункты О і Мо правядзем прамую. Параметрычныя

раўнанні прамой ОМо маюць выгляд:

Хззіху, ўсі, Езвіг, --оо« і-Г ое.

Паколькі Р(х, у, 2) ёсць аднародная функцыя,то

Е(іхо, Іо, іг)(Р(Хь, уе 20)О “іеК.

Гэта азначае, што прамая ОМо цалкам належыць па-

верхні. Прымаючыпад увагу адвольнасць выбару пункта

Мо, можна сцвярджаць, што ўся паверхня ўтворана пэўны-

мі прамымі, якія праходзяць праз пункт О. Сячэнне ўсіх

такіх прамых плоскасцю, якая не праходзіць праз пача-

так каардынат, вызначае кіроўную. Значыць, згодна

з азначэннем, раўнанне Р(х, у, 2)згО вызначае канічную

паверхню з вяршыняй у пункце 0. 8

, Прыкладамі раўнанняў,якія задавальняюць умову

тэарэмы 4.14, з'яўляюцца кананічныя раўнанні пары

перасякальных плоскасцяў (4.61) і конуса другога парад-

ску (4.65).
Кананічнае раўнанне

Зара (4.66)

таксама задавальняе ўмову тэарэмы 4.14, але гэтае

раўнанне праўдзяць каардынаты толькі адзінага

пункта О. ,

У наступным раздзеле падручніка мы пакажам, што

кожнае раўнанне паверхні другога парадку шляхам

пераўтварэння каардынат можна звесці да аднаго з пе-

ралічаных кананічных раўнанняў. Такім чынам, кожная

паверхня другога парадку з'яўляецца адной з паверхняў,

якія разглядаліся ў гэтым параграфе.



5. ЛІНЕЙНЫЯ ПРАСТОРЫ

І ЛІНЕЙНЫЯ АПЕРАТАРЫ

У раздзелах «Матрыцыі сістэмы раўнанняў», «Век-

тарная алгебра» мы ўжо разглядалі мноствы, для якіх

былі вызначаны аперацыі сумы двух элементаў. і мно-

жання элемента на лік. Двум вектарам, згодна з праві-

лам трохвугольніка, мыставілі ў адпаведнасць вектар,

які называўся сумай. Вектару а і ліку Х адпавядаў

вектар, які называўся здабыткам а і 2. У мностве матрыц

роўных памераў мы вызначалі аперацыі сумы дзвюх

матрыц і множання матрыцыналік. Сумай дзвюх матрыц

сназывалася матрыца, элементы якой былі роўныя суме

адпаведных элементаў матрыц-складнікаў. Здабыткам

матрыцыі ліку называлася матрыца, элементы якой ёсць

здабыткі элементаў зыходнай матрыцыі гэтага ліку.

Хоць у кожным з гэтых мностваў аперацыі былі азнача-

ны па-рознаму, але такія іх уласцівасці, як, напрыклад,

камутатыўнасць і асацыятыўнасць сумы, дыстрыбутыў-

насць множання элемента на лік (у дачыненні да сумы)

супадалі. У сувязі з гэтым узнікае неабходнасць даследа-

вання мностваў элементаў адвольнага паходжання,

у якіх вызначаны аперацыі сумы двух элементаў і мно-

жання элемента на лік. Зразумела, што азначэнне гэтых

аперацый можа быць розным, але ў кожным выпадку

яны павінны падпарадкоўвацца пэўным уласцівасцям.

5.4. ЛІНЕЙНЫЯ ПРАСТОРЫ

1. Паняцце лінейнай прасторы і падпрасторы. Пач-

нем з абмеркавання асноўнага паняцця.

Азначэнне 5.1. Мноства І. называецца лінейнай пра-

сторай, а яго элементы вектарамі, калі для яго:

1) вызначана аперацыя складання, якая кожным

двум элементам х, усі. ставіць у адпаведнасць элемент

з І, што называецца сумай х і у і абазначаецца ХУ:

2) вызначана аперацыя множання элемента на лік,

якая кожным ха, і ліку АХ ставіць у адпаведнасць
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элемент з І, што называецца здабыткам х і А і абазна-
чаецца Ах;

3) для ўсіх х, у, ева Мі лікаў Л, и выконваюцца наступ-
ныя аксіёмы:

х--у-у4-хі;
(х3-у)--2х-Е (у-р2);
існуе нулявы элемент 0, такі, што 0--х-х;
існуе процілеглы элемент (--х)еі, такі, шт

х-(- х)--0; ,

Мх-ру)з АхХу:
(А-а)АХнх:
Мрх)(Арх.
Калі ў пункце 2 азначэння мы абмяжоўваемся рэ-

чаіснымі лікамі, то І. называецца рэчаіснай лінейнай
прасторай, а калі вызначана множанне на ўсякі кам-

плексны лік, то І. называецца камплекснай лінейнай

прасторай. .

Пададзім некалькі прыкладаў лінейных прастораў.
1. Няхай І. ёсць мноства ўсіх матрыц-радкоў з п рэчаісныхлікаў

(01; ас; ...; а,). Сумай двух радкоў з'яўляецца радок, элементы якога

роўныя суме адпаведных элементаў-складнікаў. Здабытак радкаі ліку

ёсць радок, элементы якога роўныя элементам зыходнага радка,

памножаным на лік. Нулявывектар ёсць радок, у якога ўсе элементы

роўныяО. Такая лінейная прастора называецца арыфметычнай прасто-

рай і абазначаецца К”. ,

9. Лічым І, мноствам усіх мнагаскладаў адной зменнай ступені не

вышэй зададзенага натуральнага п. Сумай двух мнагаскладаў з'яў-

ляецца мнагасклад ступені не вышэй п. Множанне мнагасклада на лік

дае мнагасклад з І. Нулявывектар ёсць мнагасклад з каэфіцыентамі,

роўнымі. нулю.
3. Мноства ўсіх камплексных лікаў у дачыненні да звычайных

аперацый складання і множання лікаў ёсць камплексная лінейная

прастора С.
4. Калі І. ёсць аднаэлементавае мноства, то яго адзіны элемент

з'яўляецца і нулявым вектарам, і процілеглым сам сабе. Аперацыі

азначаюцца роўнасцямі 0--0:-0, 100. Такая прастора называецца

нулявой і абазначаецца 10].
г

З аксіём лінейнай прасторы вынікаюць наступныя

ўласцівасці.
1.Лінейная прастора мае толькі адзін нулявы вектар,

і для кожнага вектара х існуе адзіны процілеглы.

ОЮ Сапраўды, калі ў І. ёсць два нулявыя вектары

0, і 0», якія задавальняюць аксіёму З, то 0;-- 02:20; -0».

Аналагічна калі нейкі вектар хві. мае два проці-

леглыя вектары--хі, --х», то (-- х1)-Р ХЭ(- ха)-е Хі

й з Ха. “п
,

9. Для кожнага вектара хв. мае месца роўнасць

0.х-0. 
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0 Сапраўды, 0.х--0:х-.-х-ха1-:0)х3.(-х)-0.
0

Азначэнне 5.2. Падмноства І. прасторы І. называецца

лінейнай падпрасторай І. калі: 1) сума кожных двух

вектараў з І. належыць 15 9) здабытак вектара з І.

і адвольнага ліку таксама належыць І.

Адзначым, што нулявывектар, як здабытак 0-х, дзе

ха І., 0Ое В, належыць 1.; для кожнага вектара хві.

процілеглы вектар --х, які роўны(-- 1)х, таксама нале-

жыць І... Усе аксіёмы лінейнай прасторы маюць месца

і для падпрасторы І... Такім чынам, кожная лінейная

падпрастора прасторыІ. сама з'яўляецца лінейнай пра-

сторай.

Разгледзім некалькі прыкладаў.

1. Лінейная прастора І. з'яўляецца сваёй падпрасторай.

9. Нулявая прастора 1:--10] з'яўляецца падпрасторай кожнай

лінейнай прасторы. ,

3. Мноства ўсіх вектараў плоскасці В? ёсць падпрастора геамет-

рычнай прасторы Е”.

Няхай

і. І.,..., і. тае, (5.1)

ёсць лінейныя падпрасторы адной 'і той жа прасто-

рыІ. Сумай падпрастораў (5.1) будзем называць мност-

ва ўсіх вектараў х, якія можна падаць у выглядзе

хх...х» хві, ўсі, т.

Абазначаецца гэтая сума

т

Іі-НІЗ...-і., або ХІ.
із

Перасячэннем падпрастораў (5.1) будзем называць

мноства ўсіх вектараў, якія належаць кожнай падпрасто-
а

т

ры І., /551, т, і абазначаць яго 0 І.Калі тад, то

, 1-1
будзем пісаць І.І.

З гэтымі азначэннямі звязана

Тэарэма 5.1. Сума і перасячэнне падпрастораў пра-

сторы І. ёсць яе лінейныя падпрасторы.

т т

ОЮ Абазначым 5-2 Ў І., РУ П І. Для ўсякіх вектараў
. азі 11 .

а, Бе, с, феР пакажам, што лінейныя камбінацыі
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“ва-- ВЫ, Ас-- раз адвольнымі каэфіцыентамі а, В, А, и на-
лежаць адпаведна 5, Р.

Сапраўды,

ва--Вы-е[ 2СЕУ Ў (аа, ВЬ),
а151

дзе а, Бе. /5-1, т. Паколькі І.ёсць падпрасторы,то
аа; А2ВЬ,аі. З гэтай нагоды ва4-Вые:5 і 5 з'яўляецца
падпрасторай прасторы І.

З таго, штос, ве Р, вынікае прыналежнасць вектараў
с, 4да кожнай падпрасторы І.. Гэта азначае, што лс--иа

належыць кожнай І, а значыць, і перасячэнню Р, якое
з'яўляецца падпрасторай прасторы І. (І

Суму падпрастораў (5.1) будзем называць прамой,

калі ў сукупнасці (5.1) няма нулявых падпрастораўі калі

перасячэнне кожнай І. з сумай астатніх падпрастораў
з (5.1) з'яўляецца нулявой падпрасторай. Абазначаецца

прамая сума і. Ф1.96.. І...
Для прамой сумы 5-1. Фі, Ф... ФІ., справядлівая

Тэарэма 5.2. Кожны вектар хе 5 можна адзіным
т

 

чынам падаць у выглядзе х-- Хх. дзе хе; ўз 1, т.
і-зі

0 Дакажам тэарэму метадам ад процілеглага, Няхай

існуюць два розныя выразыдля х: х- 5 Хь Ха 5 х/, дзе
151 іі

х, хе, У гэтым выпадку знойдзецца такі індэкс
: : т '

Бе[Т, т), што х,--хізё0 і хьэ Ю (х--хі). Ад-
151, Д56Ё

т

сюль вынікае І, Ў 15:09); алегэта супярэчыць
1-1, іа

таму, што 5 -- прамая сума. Значыць, х не можа мець

два розныя выразы. [4 :

99. Базіс і памернасць. Няхай І. ёсць лінейная пра-

стора і

а), а», а»,..., ах (5.2)

ёсць сістэма вектараў з І. Сістэму(5.2) будзем называць

. лінейна залежнай, калі існуюць такія лікі ві, а»..., б»

няроўныя разам нулю, што

аа...ага, (5.3)
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Калі роўнасць(5.3) выконваецца толькі пры 0132 6;55

2... а,220, то сістэма вектараў (5.2) называеццаліней-

на незалежнай.

Зразумела, што гэтыя азначэнні паўтараюць азна-

чэнні лінейна залежных (незалежных) сістэм вектараў

геаметрычнай прасторы К”, якая разглядалася ў раздзе-

ле «Вектарная алгебра». Таму нагадаем некаторыя

ўласцівасці лінейнай залежнасці.

1. Сістэма вектараў, якой належыць нулявы вектар,

з'яўляецца лінейна залежнай.

9. Калі частка сістэмы вектараў лінейна залежная, то

лінейна залежнай будзе і ўся сістэма.

Апошнюю ўласцівасць можна сфармуляваць наступ-.

ным чынам: кожная частка лінейна незалежнай сістэмы

з'яўляецца лінейна незалежнай,

Праўда, у”“адрозненне ад прасторы В у выпадку

абстрактнай лінейнай прасторы можна весці размову пра

лінейную залежнасць і незалежнасць бясконцай сістэмы

“ вектараў. ' “

Бясконцую сістэму вектараў будзем называць лінейна

незалежнай, калі лінейна незалежнай будзе кожная яе

канечная частка, і лінейна залежнай, калі ў яе зной-

дзецца канечная лінейна залежная частка.

Няхай цяпер І. ёсць абстрактная лінейная прастора,

якая не супадае з нулявой. Тады прасторы належыць

хоць адзін ненулявы вектар і, значыць, існуе лінейна

незалежная сістэма вектараў. Тут магчымыдва 'выпадкі:

існуе або бясконцая лінейна незалежная сістэма, або

лінейна незалежная сістэма з максімальнай канечнай

колькасцю вектараў. У першым выпадку прастору 1, бу-

дзем называць бясконцамернай, а ў другім - канца-

мернай. Далей наша ўвага будзе звернута ў асноўнымда

канцамерных лінейных прастораў.

Няхай вектары

е), е», ..., 6; (5.4)

утвараюць лінейна незалежную сістэму прасторы І. з

максімальнай колькасцю вектараў. Тады для кожнага

вектара хві, сістэма х, е), ёх, ..., е; будзе лінейна за-

лежнай,Г. ЗН.

ах-- це, Б аб Ж... але, 0, ,

дзе хоць адзін з каэфіцыентаў а, бі, б», ..., ён няроўны
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нулю. Паколькі (5.4) ёсць лінейна незалежная сістэма, то
а5:0, а таму

я а: с» аа р а а аХаае,це; З азе» К... аге.

Прымаючы пад увагу, што х ёсць адвольнывектар,
а вектары е), е», ..., е, -- фіксаваныя, прыходзім да
высновы, што концамерная прастора І. ёсць мноства ўсіх
вектараў, якія магчыма запісаць у выглядзе лінейнай
камбінацыі вектараў упарадкаванай сістэмы(5.4). Такое
мноства вектараў называецца лінейнай абалонкай сістэ-
мы (5.4) і абазначаецца Це, е»,..., е,).

7. Азначэнне 5.3. Базісам прасторыІ, называецца кож-
ная ўпарадкаваная лінейна незалежнаясістэма вектараў
з І. лінейная абалонка якой супадае з І.

Пакажам, што мае месца .
Тэарэма 5.3. Два розныя базісы Ві--4е), е», ..., е.)

Ві(е/, е»..., ел] адной і той жа прасторыІ, маюць роўную
колькасць вектараў, г. зн. тп. ,

СО Паколькі В» ёсць базіс, то

е,ае565... З. адлег.

З прычыны таго, што е,5ё0, некаторы каэфі-

цыент (520 і 1,

,
, 1 д, а6-1 аір! ай;
заа... е,1-7 : в.2бп 

 

т за, а, а; а,

У выніку гэтай роўнасці атрымаем, што сістэма е», еі,

е),..., 5-1 82. ---, ел З'яўляецца базісам прасторы Ь. Да-

лучым да гэтага базіса вектар е,..1272:0, будзем мець

е. іза В,е,ВеЗ... ЗВ:1651 Віалеваі Р... Р Вяеа.

У гэтай роўнасці ёсць ненулявы каэфіцыент, напрыклад,

520, бо інакш вектарые, е,-.; з'яўляліся б лінейна

залежнымі:

1 В, ы. Ва
бббаівр барВ

Ва Га СОВво,
"В.3 ее В; т“

Адсюль вынікае, што сістэма е,1, е/, е) ..., 6-1» ер.»

есь ФЬ “а е”, ёсць таксама базіс прасторы Ь.

Калі паўтарыць гэты працэс, то можна заўважыць,

што вектарые], е», ..., ёл не могуць быць выключаны
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з новаўтвораных базісаў раней, чым да іх далучацца

вектарые), е» ..., ег: Адсюль вынікае няроўнасць пт.

Падобнымі меркаваннямі можна паказаць, што тп,

Таму ў выніку атрымаем т--п. Ю

Тэарэма 5.3 паказвае, што колькасць вектараў базіса

з'яўляецца характарыстыкай канцамернай прасторыІ,

якая называецца памернасцю прасторы і абазначаецца

фіп І. Калі іт Іп, то прастора І. называецца п-мер-

снай і ў такім выпадкубудзем абазначаць яе І.

Адзначым, што нулявая прастора, згодна з азна-

чэннем базіса, не мае базіса, і яе будзем лічыць нуль-

мернай. ,

З 'дапамогай базіса прасторы можна пабудаваць

эфектыўныапарат, які аперацыі з вектарамі зводзіць да

аперацый з лікамі.

Кожнывектар хе І” можа быць пададзены ў выгля-

дзе лінейнай камбінацыі

хаце, -Р аге, С... Ча/е.. (5.5)

Лікі сц, а»,..., а, называюцца каардынатаміх у дачы-

сненні да базіса (е), е» -.-, е.)

Няцяжкапаказаць, што каардынаты вектара х вы-

значаюцца адзіным чынам. Зробім гэта. Няхай, акрамя

запісу (5.5), для вектара х існуе другая лінейная камбі-

нацыя

Х хе Ве: ЗЕ Ве» Ў... З. Вае,-

Адымем ад роўнасці(5.5) адпаведныя часткі апошняй

роўнасці, атрымаем .

(агВе(ас-- Ве... (ал Ва)елз20. "

Адсюль, прымаючы пад увагу лінейную незалежнасць

вектараў базіса, будзем мець а/-28» іі, п.

Такім чынам, пры фіксаваным базісе кожны вектар

вызначаецца сваімі каардынатамі. Той факт, што вектар

хе І” зададзенысваімі каардынатамі(г, б»,...» будзем

запісваць у выглядзе х--(ау, а», -.., а). .

Калі мы маем Два вектары ха, в» --., ба)

уз (В. В», НЫ В.), то

ха ае) З. аб, Т... Г бё, уз: Віе ЗЕ Ве Б... ЗЕ. Вае»,

а таму

хЭзузь (0, р Ві)еі (аа Ве)е З... «(алБ Ва)е,
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або

ху(а, Ві, сЗ В», о, а,--6.).

Далей, для кожнага ліку ХА маем

Ах за Лауе] Т Ласе Б... З Хахе,

ці .

іх (Ла, Ла», ..., Ма,).

З гэтага аналізу вынікае, што пры вызначэнні сумы
вектараў х і у іх адпаведныя каардынатыскладваюцца,
а пры множанні вектара на лік кожная каардыната
вектара множыцца на гэтылік.

Няхай І” ёсць 5-мерная падпрастора прасторыІ.
Зразумела, што, як і ў самой прасторы, у кожнай пад-
прасторы можна зафіксаваць некаторы базіс. Сувязь
паміж базісамі падпрасторыІ” і прасторыІ” паказвае
наступная

Тэарэма 5.4. Базіс (еі, е» ..., е.) падпрасторы 17
заўсёды можна дапоўніць вектараміе,11, ё;ць--., еЗ І”,
каб сістэма еі, е»..., 6. 6.1, Ф.» ..., ёг стала базісам
прасторыІ. ;
С Будзем разглядаць такія лінейна незалежныясіс-

тэмывектараў з 17, якім належаць вектарые),е»..., е.
Відавочна, што сярод гэтыхсістэм ёсць сістэма е], е», ...,

е, е,;], 6.» ..., ё» ЯКая мае максімальную колькасць
вектараў. Для кожнага вектара хв” сістэмах, е), ё»,...,

е, 6.6.4, ..-, ёю ёсць лінейна залежная, таму вектар

х роўнылінейнай камбінацыі вектараўе, е»..., ё» ёі,

е,ф» ..., е. Апошняе з прычыны адвольнасці вектара
х азначае, штое),е», ..., е» ё.4 1, ё.ў» -.-, ёр ёСЦЬ базіс І”,

і таму рэп. Ю . ,

Скарыстоўваючыгэтую тэарэму, дакажам, што праў-

дзіцца
Тэарэма 5.5. Для кожных двух падпрастораў І.і І,

лінейнай прасторы, І. выконваецца роўнасць

віт(Ь--І)іт І.Зіп І.- іп (іПІ.).

О Пазначым памернасці падпрастораў ІП», І, І.

адпаведна праз л, гі, г». У падпрасторы І. 1. вызначым

базіс іс), с», ..., с..]. Паколькі І, [1ёсць падпрастора І.і

І., то, згодна з тэарэмай 54, у І. і І. знойдуцца

адпаведна вектары аі, а» ..., ай» ёззг!--т, Ві. В» -.,
Б. 82-го-- т, такія, што сістэма вектараў (а), а»... а» С,

сь, ..., с] ёсць базіс падпрасторыІ, а (Ьі, Б»,... В. С.С».

с] базіе І...
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Пакажам, што сістэма

(а), а» -., Аь С. С» (ы Ь. Ь», ЫЫ Ь.] (5.6)

з'яўляецца базісам падпрасторы 1-1... Відавочна, што

кожнывектар падпрастораў І.і 1; ёсць лінейная камбі-

нацыя вектараў (5.6), таму кожны вектар з гЬ,

таксама ёсць лінейная камбінацыя вектараў сістэмы

(5.6). Застаецца паказаць, што сістэма (5.6) з'яўляецца

лінейна незалежнай.

Няхай

ша,-ага-... ада, --7Дрэс... ЯТпбтГ

ВЫ.ВЧ... Б В.В, 0. (5.7)

Абазначым .

БВЬЬЗ... В.Б. (5.8)

Зразумела, што Бе, але з роўнасці (5.7) атрымаем

Бе і. У такім выпадку БеіПІ,, а значыць,. .

Бус,УсеР. Т. Упбаз

дзе Уі, У»... Ул “7 некаторыялікі. Параўноўваючыгэтую

роўнасць з роўнасцю (5.8), атрымаем

В.Б, В.ЗРВС“СІБС...Г

Б(С-Ун)ЎСааО.

Паколькі сістэма вектараў (ЫЬ, Б» ... В» Сь Сь с.]

з'яўляецца базісам І», то Ві Ва...В.м таМакі

“ы ўрае0. З улікам гэтага роўнасць (5.7) набудзе выгляд

ага) вав»...Б ада,К ус,РТ-.. Т.Табпе 0. :

Прымаючыпад увагу, што сістэмаа, а»,..., аь Сі, С» --Ён

ёсць базіс І.,, будзем мецьа22 8598... а булаўнў.

гс, :20. Значыць, роўнасць(5.7) выконваецца толькі ў тым

выпадку, калі ўсе каэфіцыенты левай часткі роўныя

нулю. В
Вынік. Калі І ггІ,ФІ,, то діті-Чітпі,-- віт 1...

3». Сувязь паміж базісамі, пераўтварэнні каардынат.

Няхай Ві-- (е),е», .., е] і Вэзг4(е!, е» .., ел] ёсць два

розныя базісы прасторы: 1". Вектарыз В; адзіным чынам

вызначаюцца роўнасцямі: '

сізе руе: Ў Рыег К... Т Раё» ,

222 ругё, Ў. Рэгез Р... Ф Рагё” (5.9)

се ріле: “Г Рэлёз Ў... Б Рааёа
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у дачыненні да базіса Ві. Каэфіцыенты р. утвараюць
матрыцу

Ру Рі -. Рій

Р Рэг Роз ... Рэ

якая называецца матрыцай пераходу ад базіса В, да
базіса В.. Паколькі слупкі матрыцы Р ёсць каардынаты
вектараў базіса В», то з улікам іх лінейнай незалежнасці
можна сцвярджаць, што матрыца Р: незвыродная.
Апошняе азначае існаванне адваротнай да Р матрыцы
Р-!. Матрыцы Р і Р”! вызначаюць сувязь паміж двума
базісамі В, і В» адной і той жа лінейнай прасторы.

“Возьмем адвольны вектар хві” і разгледзім яго
лінейныя камбінацыі ў дачыненні да базісаў В; і В;:

Згодна з сістэмай (5.9), будзем мець

Я хе Ж меўзе Ж х] Б руе зе Я [2 дру е.
(4 а аа Да абі

Калі прыраўняць адпаведныя каэфіцыенты,якія ста-

яць перад вектарам е, то атрымаем

хізк У рухі, іза, п. (5.10)
1

Гэтыя формулы называюцца формуламі пераўтварэння

каардыйат пры пераходзе ад базіса В, да базіса. В».

Абазначым праз х, х” матрыцы-слупкі памераў пх

ХІ з каардынат вектара х у базісах В; і В адпаведна.

Тады формулы (5.10) будуць мець выгляд

х-Рх. . (5.1)

Памножым гэтую матрычную роўнасць на Р“! злева

і атрымаем роўнасць

ха РЗіх,

якая вызначае формулы пераўтварэння каардынат, адва-

ротныя дачыненням (95.10).
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Няхай цяпер у лінейнай прасторы І” зададзенытры

базісыВі; В» і Ва (ет,еў,..., ел]. Пераход ад базіса В; да

В. можназдзейсніць двума шляхамі: або непасрэдна ад В;

да В., або спачатку ад В. да В. а пасля ад Б» даВ.

Згодна зроўнасцю (5.11), маюць месца стасункі: х-2 Рх”,

Х' аг Юх”, Хх бх”, дзе К ёсць матрыца пераходу ад В. да В;

5 -- матрыца пераходу ад В; да Вэ; х” -- матрыца-слупок

з каардынат вектара х у базісе В.. З першых дзвюх

роўнасцяў вынікае

хе Рх! ге Р(Ех”)-(РЕх”,

адкуль на падставе трэцяй роўнасці атрымаем 5: РК,

Такім чынам, пры паслядоўным пераўтварэнні каарды-

нат матрыца выніковага пераходу будзе роўная зда-

бытку матрыц прамежкавых пераходаў. ;

5.2. ЭЎКЛІДАВЫ ПРАСТОРЫ

Іг. Паняцце эўклідавай прасторы. Абстрактныя рэ-

чаісныя лінейныя прасторы з'яўляюцца (у нейкім сэнсе)

больш простымі, чым геаметрычная прастора, якая раз-

глядалася ў раздзелах «Вектарная алгебра»і «Аналі-

тычная геаметрыя». Тут не ідзе гутарка пра вымярэнні

даўжынь, вуглоў, плошчаўі г. Д. Распаўсюджваць мет-

рычныя паняцці на абстрактныя прасторы можна па-

рознаму, але аднымз эфектыўных спосабаў з'яўляецца

аксіяматычнае азначэнне скалярнага здабытку вектараў.

Азначэнне 5.4. Рэчаісная лінейная прастора Е назы-

ваецца эўклідавай прасторай, калі кожнай пары векта-

раў х, уеЕ пастаўлены ў адпаведнасць рэчаісны лік

(х, у), які называецца скалярным здабыткам і падпа-

радкаваны наступным аксіёмам: '

І) (х, у)зь(у, х);
2) (ах, у)-Мх, У)
3) (х--у, 2) (х, 2). (У, 2);

4) (х, х).»0 пры хе, (0, 0):-0,

дзе х, у, г ёсць адвольныя вектары з Е; Х-- адвольны

рэчаісны лік.
Калі ў прасторыЕ зададзеныбазіс (е), е», ..., е.) то для

х, уееЕ маюць месца роўнасці:

Хх хваце] -Б вае, Б... але» Уз Віеі ан Вее С... Я. Ве»,

адкуль на падставе аксіём 2, З скалярнага здабытку

атрымаем:
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(х, у)з5 [2 це, Ў Бе] р ў 5 аВде» е).
ігк] і51 1111

Апошняя роўнасць паказвае, што вызначэнне ска-
лярнага здабытку залежыць ад базіса прасторыЕ і велі-

чынь(е,е;), і, /зе І, п. Запішам гэтыя велічыні ў выгля-

дзе квадратнай матрыцы: '

(е, еі) (е, е.) .. (еі, е,)

с: (е» еі) (е, е.) ... (е» е) ,

(е, е;) «е, е.) з (е, е,)

Матрыца Сб называецца матрыцай Грама“ базіса еі,

е» .., е, Згодна з аксіёмай І скалярнага здабытку,

(е, е/)-г(е, е), атаму матрыца б з'яўляецца сіметрычнай,

г. зн. 8-й. “ .

Калі праз х, у абазначыць матрыцы-слупкі каардына-

таў вектараў х, у у базісе (е), е»,... е.» то атрымаем

наступнае выяўленне скалярнага здабытку:

(х, у)2х'Су. (5.12)

Пададзім уласцівасць скалярнага здабытку, якая не

залежыць ад спосаба яго вызначэння.

Тэарэма 5.6 (няроўнасць Кашы” -- Бунякоўска- "

гаёёх), Для кожных двух вектараў х, У эўклідавай

прасторы выконваецца няроўнасць

(х, уў(х, хХу, У).

(І Відавочна, што тэарэма мае месца, калі хоць адзін

з вектараў х, у нулявы. Таму лічым, штох, у ёсць ненуля-

выя вектары. Будзем разглядаць вектар х-лу пры

адвольным Л. Згодна з аксіёмамі скалярнага здабытку,

атрымліваем
-

(х-гЛу, х--Лу)-(х, х)--ж, у)-нАЦу, у)220.

Квадратовы трохсклад правай часткі апошняй роўна-

:

“ Грам Ёрген Педэрсэн (бгат Іагргеп Редегзеп, 1850-- 1916) --

дацкі матэматык.

зж Каша Агюстэн Люі (Сацчспу Ацируз(п Гоці, 1789-1857) --

французскі матэматык. 2

“ж Бунякоўскі Віктар Якаўлевіч (1804-1889) -- расійскі матэ-

матык.

233



сці неадмоўныпрыўсякім значэнні ЛА, у прыватнасці пры

азе(х, у)ДУ, У). Тады
2 2

(х, юс, у) а Я (у, у), х)-Ў
у)

 

адкуль і вынікае сцверджанне тэарэмы. Д .

Па аналогіі з геаметрычнай прасторай у рэчаіснай

лінейнай прасторы азначым калініярнасць вектараў. Два

вектары х і у будзем называць калініярнымі, калі існуе

лік А, такі, што хз2ду. .

Засяродзім увагу на тым, што ў нястрогай няроўнасці

Кашы-- Бунякоўскага праўдзіцца роўнасць, каліі толь-

кі калі вектарых і у калініярныя. Сапраўды, з х--лу

будзем мець роўнасці:

(х, уў(ау, уўаХу, у),

(х, ху, у)--(4у, ЛУХУ, у)зе ХУ, УЎ.

Параўноўваючы іх, атрымаем роўнасць у “тэарэме

5.6. Наадварот, калі няроўнасць Кашы -- Бунякоўскага

з'яўляецца роўнасцю, то з доказу тэарэмы5.6 атрымаем

Ўу.
б» У)

Зразумела, што калі х і у з'яўляюцца некалініярнымі

вектарамі, то няроўнасць Кашы -- Бунякоўскага выкон-

ваецца ў строгім сэнсе. :
Такім чынам, няроўнасць Кашы -- Бунякоўскага

можна разглядаць як крытэр калініярнасці (некалініяр-

насці) ненулявых вектараў.
29, Артаганальныя вектарыі ортаўнармаваныбазіс.

Разгледзім фундаментальныя паняцці эўклідавай пра-

сторы.
Азначэнне 5.5. Вектары х і у эўклідавай прасторы

Е называюцца артаганальнымі, калі (х, у)--0; запісва-

юць хІу. :
“Згодна з аксіёмай І скалярнага здабытку, дачыненне

артаганальнасці з'яўляецца сіметрычным, Г. зн. з хІу

вынікае у І х. Паколькі ў геаметрычнай прасторы гы

паняцце артаганальнасці супадае з паняццем перпенды-

кулярнасці вектараў, то артаганальнасць можна разгля-
даць як абагульненне перпендыкулярнасці ў абстракт-

ных эўклідавых прасторах.
Сістэма вектараў

калініярнасць вектараў х і у, х-

а), а», ..., а, (5.13)
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называецца артаганальнай, калі яна складаецца або

з аднаго вектара, або яе вектары парамі артаганальныя.
Тэарэма 5.7. Артаганальная сістэма з ненулявых

вектараў ёсць лінейна незалежная. е

0 Няхай сукупнасць (5.13) ёсць канечная артаганаль-
ная сістэма з ненулявых вектараў. Абедзве часткі роў-

насці .

аа;-Е ага»... аа,0, св К, іі, йо (95.14)

(а, а» .., а.сеЕ), памножым скалярна на вектар

а, і-1, п. Атрымаем вда,а:)2-0, ізз 1, п. Паколькі а/зЕ0,

ТО б;22О, ізз І, п. Гэта даказвае тэарэму пры канечным

п. Бясконцая артаганальная сістэма з ненулявых векта-

раў таксама з'яўляецца лінейна незалежнай, бо лінейна

незалежная кожная яе канечная частка. М

Вектар х эўклідавай прасторы Е будзем называць

унармаваным, калі (х, х)--І.

Кожны ненулявы вектар хе Е можна ўнармаваць,

калі памножыць яго на лік 1-2 1/(х, х)””, Сапраўды,

1

С
 (Ах, Ах)зьАДх, х)- 9 (х, х) 1.

Сістэму вектараў будзем называць унармаванай, калі

ўнармаваныя ўсе вектары сістэмы.

Азначэнне 5.6. Сістэма вектараў называецца орта-

ўнармаванай, калі яна з'яўляецца артаганальнайі ўнар-

маванай. “

Тэарэма5.8. У п-мернай эўклідавай прасторы Е" існуе

ортаўнармаваны базіс.
-

СО Доказ тэарэмы здзейснім з дапамогай метада

матэматычнай індукцыі ў дачыненні да памернасці пра-

сторы п. Пры п25 І сцверджанне тэарэмымае месца, бо

 

“калі а, ёсць базіс Е!, то вектар е:5 гэ аі ёсць
(аі, аі)

унармаванывектар і ўтварае базіс Е'.

Дапусцім, што ў кожнай прасторы Е'-! існуе

ортаўнармаваны базіс, і дакажам гэта сцверджанне

для Е”.
Няхай сістэма (5.13) ёсць адвольныбазіс Е”. У гэтым

выпадку лінейная абалонка аі, а» ..» а...) ёсць (п-

--1)-мерная эўклідава прастора. Згодна з пагадненнем

індукцыі, там існуе ортаўнармаваны базіс (е), е» --» ёл-17

Будзем разглядаць вектар
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ат га, - е] -- пае -- -.. 7 бд-лёа-і,

дзе лікі а), б»..., аг- і] Вызначым такім чынам, што а; І е,

і--Т, пос І. Паколькі сістэма вектараў еі, е» .., е

“з'яўляецца ортаўнармаванай, то
п--1

(а”, е)зь(а,'е)- 60, іі, п-І,

адкуль агхг(а,, е;). Зыходзячыз вектара а?э20, вызначым

Г - -
вектар е,гг за, Зразумела, што ен з'яўляецца

(а, а?”
ўнармаваным і сістэма е), ё» ..-, Фё, ортаўнармаванай.

Цяпер на падставе тэарэмы 5.7 маем сцверджанне, што

е), е», ..., е, ёсць ортаўнармаваныбазіс у прасторы Е. Я

Адзначым, што прыдоказе тэарэмы5.8 скарыстоўваў-

ся метад артаганалізацыі адвольнага базіса Га), а»... а,

прасторы Е”. Для яго практычнага выкарыстання спа-

чатку вызначаюць вектар е, а). Пасля вызна-
1 1172

(а), а;)

чаюць ортаўнармаваны базіс (е), е] лінейнай абалонкі
1 ,ауа “2?”

. . (а,, а)” :

Далей вызначаюць ортаўнармаваны базіс (е, е» ез

лінейнай абалонкі Цаі,а», аз) і г. д.

СУ выпадку, калі базіс Е" з'яўляецца ортаўнармава-

ным, матрыца Грама

Ца,, а»), аз-а»-цеі дзе а е(а», е;); вэ

(е), е1) (е, е.) ... (еі, е,)

б-- (е», еі) (е», е.) -- (е, е,) г

1 0... 0
ОІ01..0

00... 1

ёсць адзінкавая матрыца. Таму на падставе формулы

(5.192) скалярны здабытак вызначаецца формулай

(х, у)зех'Еу- Х ав. (5.15)
: і ;

дзе, нагадаем, х-(а), а», .., а,5 у--(Вь Вы -» В»).
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Формула (5.15) паказвае аналогію з формулай ска-
лярнага здабытку ў дэкартавых прамавугольных каар-
дынатах для геаметрычнай прасторыВ”. Аналогію можна
распаўсюдзіць і на метрычныя паняцці.

Даўжынёй вектара хсе Е" называецца велічыня

ІхТ М, х) за Мар азЗр...-- аа.

Адзначым некаторыя ўласцівасці даўжыні:

1) 1х[ 20, [х[-д толькі пры хад;
2) Іх-СуІ ж ІхІ--Іу] для кожных х, уе Е”.
Апошняя ўласцівасць называецца няроўнасцю трох-

вугольніка і яе можна даказаць з дапамогай няроўнасці

Кашы -- Бунякоўскага (гл. тэарэму 5.6).

Вуглом (х, у) паміж ненулявымі вектарамі х, усе Е"

называецца вугал, які вызначаецца формулай

(х, у) аівьВ Т... Т. вав,

іхНуі Я п
Х аў

У

Ж Ві
БІ і

Калі сярод вектараў х, у ёсць хоць адзін нулявы, то

вугал паміж такімі вектарамі лічыцца нявызначаным.

Няроўнасць Кашы-- Бунякоўскага дазваляе сцвяр-

джаць, што выраз, які задае значэнне косінуса вугла

паміж вектарамі, па модулі не-перавышае адзінкі. Таму

вугал паміж ненулявымі вектарамі існуеі вызначаецца

адзіным чынам.
Акрамя артаганальных вектараў эўклідавай прасто-

'ры, будзем разглядаць і артаганальныя мноствы век-

тараў. .

Два мноствыУ і У вектараў з Е называюцца артага-

нальнымі, калі ўсякі вектар з мноства У з'яўляецца

артаганальным кожнаму вектару з мноств М. Артага-

нальнасць У і М абазначаюць У.І“.

Калі М ёсць мноства ўсіх вектараў з Е, такіх, што

УІ У, то М называецца артаганальным дапаўненнем

У і абазначаецца У7. Незалежна ад мноства У артага-

нальнае дапаўненне У“ ёсць падпрастора прасторы Е.

Сапраўды, калі два вектарыа], а» належаць УІ, то для

ўсякага вектара Ь з мноства У маем (аі, Б)у--(а», В)2-0.

У гэтым выпадку для ўсякіх рэчаісных лікаў (і, а»

выконваецца роўнасць(ага; -- ага», В)-50,г. зн. аа, З. ажа»

ёсць вектар мноства У“.
Тэарэма 5.9. Эўклідава прастора Е ёсць прамая сума
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адвольнай падпрасторыУ і яе артаганальнага дапаўнен-

ня У“.
0 Няхай діт Уй, чіт У 2 л. Зафіксуем у падпрас-

торах У і У ортаўнармаваныя базісы адпаведна (еі, е»,

.. ед іі,і» -»і]. Згодна з тэарэмай 5.8, такія базісы

існуюць.
Разгледзім сістэму вектараў

еі, е», МЫ е» і), і, з» і.. (5.16)

Відавочна, што яна з'яўляецца ортаўнармаванай,а зна-

чыць, на падставе тэарэмы 5.7 лінейна незалежнай,

Пакажам, што сістэма (5.16) ёсць базіс прасторы Е. Зро-

бім гэта метадам ад процілеглага. Дапусцім, што гэта не

так. Тады ў прасторы Е знойдзецца ненулявывектар е,

які разам з вектарамі (5.16) утварае ортаўнармаваную

сістэму вектараў. Значыць вектар е належыць як да

падпрасторыУ, так і да У”, адкуль (е, е)--0. Апошняе

супярэчыць таму факту, што е ёсць ненулявы вектар,

Такім чынам, сістэма (5.16) ёсць базіс прасторы Е

і У0ПУ1:-6. Зыходзячы з гэтага, атрымліваем

ЕАЎФУ.
39. Сувязь паміж матрыцамі Грама. Артаганальная

матрыца. Будзем разглядаць два розныя базісы Ві--1е),

е»...., е.), Вэз4еў, 65, ..., е] эўклідавай прасторы Е" і матры-

цу перахода "

Ру Рі -- Рі

Р Рэ Рэ “. Рэн

Раі Ра -- Рая

ад базіса В. да базіса В.. Высветлімсувязь паміж матры-

цамі Грама .

(е;, еі) (е, е)... (е, е,)

б (е, еі) (е» е)... (е» е.)

(ез, 81) (ер е) ... (еі, е,

а: (е, е1) (ез, е; -. (е, е;
ЫІ

(е, еі) (е, ез (е”, е?
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якія вызначаюць скалярныя здабыткі вектараў адпа-.
ведна ў базісах Ві, В». На падставе формул (5.12) для
элементаў матрыц С і С” справядлівыя наступныяста-
сункі:

(е, е; -т Ў рыеь Ж ме - Ў Ж Рырі(еь е,).
воі ші Ва

Лёгка праверыць, што матрычная форма гэтых роўна-

сцяў будзе мець выгляд

8'--Р'СР. (5.17)

Формула (5.17) вызначае сувязь паміж матрыцамі

Грама ў дачыненні да розных базісаў адной і той жа

эўклідавай прасторы Е”. .

- Калі лічыць, што В; ёсць ортаўнармаваны базіс, то

матрыца (б роўная адзінкавай матрыцы Е, а таму на

падставе формулы(5.17) будзем мець

а“ Р'Р,
Вызначнік матрыцы Грама С” праўдзіць: роўнасць

Феі б” -- де (РТРу-(дёеі РЎ.

Паколькі базіс В. ёсць адвольны базіс эўклідавай

прасторы Е”, то з улікам апошняй роўнасці даказана

Тэарэма 95.10. Вызначнік матрыцы Грама кожнага

базіса эўклідавай прасторы Е" ёсць велічыня дадатная.

Няхай цяпер абодва базісы В, і В, з'яўляюцца

ортаўнармаванымі. У гэтым выпадку матрыцы Грама б,

б” ёсць адзінкавыя, а таму для матрыцы пераходу

Р выконваецца роўнасць

“ РТР--Е.

Матрыца, якая праўдзіць гэтую роўнасць, называец-

ца артаганальнай. :

Памножым апошнюю матрычную роўнасць на Р“!

справа, атрымаем РТРЗ! Адсюль з улікам уласці-

васцяў адваротнай матрыцывынікае РРТАЕ.Гэта азна-

чае, што Р” ёсць таксама артаганальная матрыца. Па-

колькі вызначнікі матрыц Р і Р” з'яўляюцца роўнымі, то

(феі РУ--1, адкуль атрымаем: што вызначнік артага-

нальнай матрыцы роўны ЗІ.

49. Унітарныя прасторы. У папярэдніх пунктах гэтага

параграфа мы пашырылі метрычныя паняцці геаметрыч-
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най прасторы на рэчаісныя эўклідавы прасторы. Анала-

гічныя вынікі можна атрымаць, калі азначыць скалярны

здабытак вектараў У камплекснай лінейнай прасторы.

Азначэнне 5.7. Камплексная лінейная прастора Ю на-

зываецца унітарнайці эрмітавай прасторай, калі кожнай

пары вектараў х, уе“ ставіцца ў адпаведнасць кам-

плекснылік (х, у), які называецца скалярным здабыткам,

прычым гэты лік падпарадкоўваецца наступным аксі-

ёмам:

1) (х, у)зе(у,Х);
2) (Ах, у)зеМх, У);
3) (ху, 2)(х, 2)--(у, 2); .
4) (х, х)»0 пры хе, (0, 0)::0,

дзе х, у, г ёсць адвольныя вектары з Ю; 4

-

адвольны

камплекснылік.
Рыса ў першай аксіёме паказвае камплекснае спалу»

чэнне, і гэта адзінае адрозненне ад аксіём эўклідавай

прасторы. Яно не нясе за сабой істотнай розніцы паміж

уласцівасцямі эўклідавайі унітарнай прастор, але памя-

таць пра гэта ўсё ж такі трэба. Напрыклад, калі ў эўклі-

давай прасторы мае месца роўнасць(х, луўу-Мх, у), то ва

унітарнай прасторы маем (х, гуў А (х, у).

Для вектараў унітарнай прасторы,як і для вектараў

эўклідавай прасторы, праўдзіцца няроўнасць Кашы --

Бунякоўскага

Іх, у)(х, хХу, У).

Доказ гэтай няроўнасці аналагічны доказу тэарэмы 5.6.

Як і для вектараў эўклідавай прасторы, пад даўжы-

нёй вектара хе Ю будзем разумець велічыню

Іх] Мх, х).

- Згодназ аксіёмамі скалярнага здабытку ва ўнітарнай

прасторы, даўжыня ненулявога вектара ёсць велічыня

дадатная, даўжыня нулявога вектара роўная нулю.

Для унітарнай прасторы паняцце вугла паміж векта-

рамі, як правіла, не разглядаюць. Вылучаюць толькі

выпадак, калі вектарых і у з'яўляюцца артаганальнымі.

Тады скалярны здабытак (х, у)з:0. Відавочна, што

(х, у)--(у, х)--0.
Па сутнасці, усе вынікі эўклідавых прастораў, якія

разглядаліся вышэй, без змены азначэнняў і схем дока-

заў пераносяцца на унітарныя прасторы.
Адзначымтолькі, што тыповым прыкладам унітарнай

прасторыз'яўляецца лінейная прастора матрыц-слупкоў
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або радкоў памераў л, элементы якіх ёсць камплексныя
лікі, дзе скалярны здабытак вектараў х--(а); а»; ...; а,),

п

У (Ві; В»; ...; В.) роўны(х, у)-- Ж а/8.. Гэтая прастора' рай
называецца арыфметычнай унітарнай прасторай і аба-
значаецца С".

5.3. АФІННЫЯ ПРАСТОРЫ

1”. Паняцце афіннай прасторы. Няхай А ёсць непустое
мноства, элементы якога будзем называць пунктамі
і абазначаць вялікімі лацінскімі літарамі. .

Азначэнне 5.8. Мноства А называецца афіннай прасто-
рай, звязанай з лінейнай прасторай 1, калі маюць месца
наступныя аксіёмы:

1) кожнай пары(М; а), МегА, асі, адпавядае пункт
з А, які абазначаецца МЗ-а;

2) МА(а45)-(Мз4а)-Ь для кожнага векта-
ра Бе; ' "

3) МЗА-0- М, дзе 0--нулявывектар І;
4) для ўсякіх пунктаў М, М існуе адзінывектара,такі,

па
што М--а--Х. Такі вектар а абазначаецца ММ.

Калі лінейная прастора І, ёсць п-мерная, то і афін-
ная прастора называецца п-меряай і абазначаец-
ца А"'..

Калі ў афіннай прасторы А зафіксаваць некаторы
пункт О, то кожнаму пункту МеА адпавядае адзіны

аа аі
вектар ОМ, О-- ОМ- М,які называюць радыўсам-век-
тарам пункта М. Наадварот, кожнаму вектару аі.
адпавядае пункт М--О-а з А. Такім чынам, пры
фіксаваным пункце О мноства радыусаў-вектараў пунк-
таў афіннай прасторы А супадае з мноствам вектараў
лінейнай прасторыІ.

Для ўсякіх трох пунктаў О, М, М з А мае месца
правіла трохвугольніка

ОмМКОК.

Сапраўды, згодна з аксіёмай 2, левая частка вектар-

най роўнасці прыме выгляд

0--(ОММр(0:0М)--МКМАМКА,
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; рака

а правая частка будзе роўная О-- 0М-К. З гэтага

п ы м

правіла атрымаем МКАОК-ОМ.

Разгледзім некаторыя прыклады афінных прастораў.

1. Геаметрычная прастора, якая разглядалася ў раздзеле «Аналі-

тычная геаметрыя», ёсць трохмерная афінная прастора.

9. Няхай вектары лінейнай прасторы І. называюцца пунктамі,

г. зн. А--І. Складанне пунктаў (яны ёсць і вектары 1) з вектарамі

з І. азначым, як складанне вектараў у прасторы 1. Аксіёмы 1--4 афін-

най прасторы выконваюцца. Значыць, такое мноства ёсць афінная

прастора. Яна называецца кананічнай афіннай прасторай, звязанай

з лінейнай прасторай І, і абазначаецца Аа)).

З. Будзем называць вектарам кожны радок выгляду

(аа» -. б» 0), (5.18)

а пунктам -- радок выгляду ; -

(Ві В» .-, Ва 1), (5.19)

дзе а, В. і--Гп, ёсць адвольныя камплексныя лікі.

Аперацыі-з вектараміі пунктамі вызначым роўнасцямі:

(а, б»... б» 0) -(а4, в», ..., б» (а-а, аза, --., а-а» 0),

Ма, а» .-. аа О)гт(Лаі, Ха», ..., Май, О),

(Ві, Ва...» В» ГЗ (а, аа. ба 0)--(В;-Баг, ВЕа» Вара» 1);

Згодна з азначэннямі лінейнай і афіннай прастораў, мноства

вектараў (5.18) з'яўляецца п-мернай лінейнай прасторай 1”, а мноства

пунктаў (5.19) ёсць афінная прастора А", якая звязана з лінейнай

прасторай І. . .

Сістэмай каардынат у прасторы А" будзем называць

сукупнасць
1

ГО; е), е»... е... (5.20)

у якую ўваходзяць пункт ОсеА" і базіс (е, е» -.- е]

лінейнай прасторы І”, што звязаная з А".

Каардынаты пункта М у дачыненні да сістэмы

(5.20) ёсць каэфіцыентыў раскладзе радыуса-вектара па

мэ

базісных вектарах: ОМ ае; ЗЕ асе» Ф “-.. Б бгёз. Лёгка пе-

раканацца, што каардынатыпункта ў зададзеным базісе

ў" вызначаюцца адзіным чынам.
Няхай, акрамя пункта М, мы разглядаем і пункт М,

. аа

які мае каардынаты вектара ОМ (В), В», .... В»).

Згодна з правілам трохвугольніка,

нд г аа

МКАЗОК- ОМ(Ві- аі, Вэ--а», -” Ва--а,).



Такім чынам, каардынатывектара МК роўныя розні-
цы адпаведных каардынат пунктаў канца і пачатку
вектара.

Няхай разам з сістэмай каардынат (5.20) у прасторы
А" зафіксавана яшчэ адна сістэма

(07; еі, е»... е. (521)

Абазначым праз а матрыцу-слупок памераў лХІ,
“Элементы якой ёсць каардынаты пункта О” у сістэме
(5.20), а праз Р -- матрыцу пераходу ад базіса сістэмы
(5.20) да базіса (5.21). Будзем лічыць, што

Ві Рі-- Рі

ата), а», .. а), З [Ра Рэг Рэ

Р. Ра» Ран

Няхай х і х” ёсць матрыцы-слупкі памераў пх
Х І з каардынат адвольнага пункта М адпаведна ў сістэ-
мах (5.20), (5.21): х'(хі, Хь .., Х.), к”(х, х, с» Ха).
У гэтым выпадку на падставе вектарнай роў-
п а, М. 2

насці ОМ-- 004 О”М атрымаем формулы пераўтва-
рэння каардынат у выглядзе

. х-га- Р”. (5.22)

Каардынатны запіс гэтай роўнасці мае выгляд
п

мскрухі, іг І, п.

Матрыца пераходу Р ёсць незвыродная. Памножым
стасунак (5.22) на Р”! злева, атрымаем формулы пераў-
тварэння каардынат пункта М прыпераходзе ад сістэмы
каардынат (5.21) да сістэмы (5.20);

хаРаР”'х.

2”. Прамыя і плоскасці. У раздзеле «Аналітычная
геаметрыя» мыпаказалі, што прамая і плоскасць у пра-
сторыёсць геаметрычнае месца пунктаў, якія праўдзяць
адпаведна вектарныя раўнанні:

гэвгу- га, гы-ра, а»,

дзе г, Го -- радыусы-вектарыадвольнага пункта М і пунк-
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та М. прамой або плоскасці; а -- кіроўны вектар прамой;

а), а»-- кіроўныя вектары плоскасці.

Калі геаметрычную прастору разглядаць як прыват»

ны выпадак афіннай прасторы, То: раўнанні прамой

і плоскасці можна запісаць у выглядзе:

МАМЫ, ММ,

дзе Пбаііе В), Г(цаіа, Бе В] ёсць адпа-

ведна аднамерная і двухмерная рэчаісныя падпрасторы

лінейнай прасторы ВЗ. Скарыстоўваючыгэтыя раўнанні,

Зазначым прамую і плоскасць у абстрактнай афіннай

прасторы А”, звязанай з лінейнай прасторай І...

Няхай Мо ёсць некаторыпункт прасторы А", Г -

падпрастора прасторы І”, тл. .

Мноства пунктаў

МоЗ:ІМаГае 17; (5.9)

называецца т-мернай плоскасцю, якая праходзіць праз

пункт Мо. Падпрастора І" называецца кіроўнай прасто-

рай плоскасці. ,

Аднамерную .плоскасць будзем называць прамой,

а (п--1)-мерную -- гіперплоскасцю. Відавочна, што Мо

440] ёсць нульмерная плоскасць, якой належыць толькі

пункт Мо. Адзінай п-мернай плоскасцю з'яўляецца сама

прастора А”. ,

Адзначым простую ўласцівасць плоскасці (5.23); калі

замест пункта Мо узяць іншыпункт плоскасці М, то мае

месца роўнасць "

МАЫЛАМЗІ". (524)
Тэарэма 5.11. Плоскасць (5.28) ёсць т-мерная афін-

ная прастора, звязаная з кіроўнай прасторай І”.

С Праверым выкананне аксіём з азначэння афіннай

прасторы. Для адвольнага пункта М плоскасці (59.23) яе

межна паказаць у выглядзе М -- 1”. Значыць, для кожна-

га вектара а з І” пункт М--а належыць плоскасці

(5.23), што паказвае выкананне аксіёмы 1. Відавочна,

што маюць месца аксіёмы2, З. Няхай М і МХ -- адвольныя

пунктыплоскасці. На падставе (5.24) у прасторыІ." існуе

адзінывектара, такі, што МА А-а, а значыць, выкон-

ваецца і аксіёма 4. Ю
“Плоскасць (5.23) будзем абазначаць А". На падставе

яе азначэння вектарнае раўнанне А" мае выгляд

гаер Да Г іа... Г іа»,
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дзе го ёсць радыус-вектар некаторага пункта Мо плоска-
сці, а (а, а», ..., а,]-- базіс прасторыІ”.

Калі пачатак сістэмы каардынат афіннай прасторы
А" належыць плоскасці, то гуза і вектарнае раўнанне мае
ВЫГЛЯД

гэга, Бы... іа,

што паказвае супадзенне плоскасці А” з падпрасторай
У”. У іншым выпадку плоскасць А” не з'яўляецца падпра-
сторай.

Няхай

“ М. М. ..., М, (5.95)
ёсць адвольныя пунктыпрасторыА”. Знойдзем плоскасць
найменшай памернасці /, якой належыць кожны пункт
сукупнасці (5.25).

Калі Ё--0, то такая плоскасць ёсць Мо--. 40], яе
памернасць роўная 0. Калі 220, то вылучым адзін
з пунктаў (5.25), напрыклад Му, і разгледзім лінейную

ААА , АА ,.
абалонку ЦМ.М, ММ., ..., М.оМ.). Яна з'яўляецца
лінейнай . падпрасторай І” некаторай памернасці л,
так. Абазначым гэтую падпрастору І”. Плоскасці

ААМі” (5.26)
належыць кожны пункт сукупнасці (5.25), паколькі

З

МАМІМ.М.

Няхай А' ёсць яшчэ адна /-мерная плоскасць, якой
належаць пункты(5.25). У такім выпадку кіроўная пра-
стора (5.26) з'яўляецца падпрасторай 1, адкуль вынікае
няроўнасць ті. Значыць, А” з'яўляецца плоскасцю
найменшай памернасці, якой належаць пункты (5.25).

Плоскасць (5.26) называецца плоскасцю, нацягнутай
на пункты (95.29).

Пры 22» 0 пункты(5.25) называюцца пунктамі агуль-
нага становішча, калі нацягнутая на іх плоскасць ёсць
К-мерная. . '

На падставе азначэння плоскасці(5.26) прыходзім да
высновы, што 8-р І пунктаў агульнага становішча вызна-
чаюць адзіную ё-мерную плоскасць, нацягнутую на гэтыя.
пункты. У прыватнасці, прамая вызначаецца двума
рознымі пунктамі, а гіперплоскасць -- п пунктамі агуль-
нага становішча ў прасторыА”. .

3”. Пунктавыя эўклідавы (унітарныя) прасторы.
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Афінную прастору А" будзем называць пунктавай эўклі-

давай (унітарнай) прасторай, калі яна звязана з эўкліда-

вай (унітарнай) прасторай Е" (Ю”).

Паколькі пасля азначэння скалярнага здабытку век-

тараў кожная лінейная прастора з'яўляецца эўклідавай

або унітарнай, то ўсякую афінную прастору можна

лічыць пунктавай эўклідавай або унітарнай прасторай.

Далей будзем разглядаць толькі пунктавую эўклідаву

прастору, паколькі асноўныяяе ўласцівасці можна пера-

несці і на пунктавую унітарную прастору.

Няхай А" ёсць- пунктавая эўклідава прастора

і А"--МЗ-Е" ёсць некаторая т-мерная плоскасць з А".
. і

Кожная плоскасць, кіроўная прастора якой ёсць Е”,

называецца артаганальным дапаўненнем плоскасці А”

і абазначаецца А”.

З папярэдняга параграфа мы ведаем, што ЕА
х е г - 4

А Е"ФЕ””, а таму памернасць кіроўнай прасторы Е”

вызначаецца лікам п--т. З гэтага паводле тэарэмы

5.11 прыходзім да высновы, што артаганальнае дапаў-
а -. - : з ; -

ненне” з'яўляецца (п--т)-мернай афіннай прасторай.

. ' . . ; а , .

Калі таг, то А?-- М--10] ёсць пункт, А” А”, калі

тп, 10 д" -- пункт прасторы А". Артаганальным да-

паўненнем гіперплоскасці з'яўляецца прамая. .

Няхай у прасторы А" зафіксавана некаторая сістэма

каардынат с

(0; і, і»... і) (527)

з ортаўнармаваным базісам. Тады кіроўная прастора
ж

Е”'” супадае з прасторай развязкаў аднароднай сістэмы

лінейных раўнанняў

адхіва... Т баааеО, іст, т,

дзе а, а» ..., ад ёсць каардынаты базіснага вектара е;

прасторы'Е”. Цяпер, прымаючыпад увагу тэарэму 2.22,

атрымаем, што плоскасць А” ёсць мноства развязкаў

сістэмы раўнанняў :

адхі Ў вах»... Р аха зе В (5.28)

дзе лікі б, вызначаюцца роўнасцямі

БваВіЗ- ар... ааВа
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пры ўмове, што Ві, В», ..., В, -- каардынаты некаторага
: . і

пункта плоскасці А”.
Сістэму (5.28) можна разглядаць як раўнанне плоска-

; а : . ; ;
сці А”. У прыватнасці, раўнанне гіперплоскасці мае
ВЫГЛЯД

ахва... ЗаХе.

Вектар п-(а/; а» ...; а) называецца нармальным
вектарам гіперплоскасці. Ён з'яўляецца артаганальным
дапаўненнем кіроўнай прасторыгіперплоскасці.

Тэарэма 5.12. Для ўсякага цэлага т, 0:тп, плос-
: а, га

касць А" і яе-артаганальнае дапаўненне А" перася-
каюцца ў адзіныя пункце.

С Няхай М ёсць адвольны пункт д“. Тады, згодна

з азначэннем плоскасці (5.23), маем АРК Е””. Па-

“кажам, што перасячэнне А”і д“ непустое. Няхай гэта не

так. Тады для ўсіх вектараў ас Е" і Бе Е“' не выкон-
ваецца роўнасць МЗ-а-- АХ З.Б. Апошняе азначае, што

вектар МХ не належыць суме падпрастораў Ё” і Е””,

“ чула ж -

Паколькі МХе.Е”, а Е"ФЕ”" --Е”, то прыходзім да
; ; 2

супярэчнасці. Такім чынам, А“ПА"' 5 8.

Няхай гэтаму перасячэнню належаць два пункты М,
Сі

і М.. Тады на падставе тэарэмы5.11 вектар М.М, нале-
. 7 1 ;

жыць як прасторы Е”, так і прасторы Е" . Паколькі

ў перасячэнне гэтых прастораў уваходзіць толькі нулявы
вектар, то ХіХ».

Разгледзім метрычныя паняцці ў пунктавай эўкліда-
вай прасторы.

Адлегласцю р(М, М) паміж пунктамі М і М будзем
ач

называць даўжыню вектара ММ. З гэтага азначэння
вынікае, што .

1/2
(М, ММ, ММ)”.

Калі пункты М і М у сістэме каардынат (5.27) маюць
каардынаты М.а]; а» ...; а,), МВі В» ...; Ва) то

' п 1/2

е(М, ну[Ёв-«а .
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Азначым адлегласць ад пункта М да плоскасці

АРА КЕ”, О««тап. Няхай Р ёсць пункт перасячэння

плоскасці А” з артаганальным дапаўненнем А””, якому

належыць пункт М. На падставе тэарэмы 5.12 такі пункт

гадзіны. Калі Ф -- адвольны пункт плоскасці А”, то,

згодна з правілам трохвугольніка, мае месца вектарная

А- З нак

й

роўнасць МРАРО-- МО. Знойдзем скалярны квадрат

левай і правай частак апошняй роўнасці, атрымаем

: (МБ, Рд)--еХР, 9)--вм 5.29
оХМ, РУБ(МР, РО)-еР, 9) р (М, 0). (529)

- ара ВА

Паколькі вектары МР і РО належаць артаганальным

н ААА к

прасторам Е” і Е”, то (МР, РО)--9. Значыць, роўнасць

(5.29) мае выгляд

ем, Ру-ецР, 9)--вм, 9),
адкуль вынікае няроўнасць (М, Рус о(М, 0) для кожна-

га пункта О плоскасці А”. “Гэта дае падставу называць

адлегласцю ад пункта М да плоскасці А” велічыню

с(М, Р). 7

Скарыстаем гэтае азначэнне для знаходжання яўнай

формулы адлегласці пункта М да гіперплоскасці А“,

якая падаецца раўнаннем

аха...ааре, (5.30)

дзе пас(а; в» ...; а.)-- нармальны вектар гіперпло-

скасці. '

Лік раз 1(- а-аЗ... аж ), узяты са знакам,

процілеглым знаку б, называецца нармоўным множнікам

раўнання (5.30). Калі памножыць абедзве часткі раўнан-

ня (5.30) на множнік р, то атрымаем нармальнае раў-

нанне гіперплоскасці

7 (4аха... Бах, -- ре, (5.31)

0 е

дзе п?--(а/; а5 ...; а,)-- адзінкавы нармальны вектар.

Няхай у сістэме (5.27) пункт М мае каардынаты

(Ві В» ...; В.). Тады параметрычныя раўнанні прамой,

якая праходзіць праз пункт М і з'яўляецца артаганаль-

ным дапаўненнем плоскасці А””', маюць выгляд

ха В-і, із, п.
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“ у

Будзем лічыць, што пункту Р адпавядае значэнне,
11). Паколькі пункт Р належыцьі гіперплоскасці, то
яго каардынаты праўдзяць раўнанне (5.31);

в(Ві ЗЕ адб). а(ВьЗ. ваз)... У(Ва ааіо)--р 50,

адкуль

рарЖ сав.
І

Такім чынам, адлегласць ад пункта М да гіперплоска-
сці вызначыцца формулай:

(М. Р) Іа]ір-2 В]
  

У прыватнасці, адлегласць ад пачатку сістэмы каарды-
нат (5.27) да гіперплоскасці (5.31) раўняецца р.

49. Аб'ём п-мернага паралелепіпеда. Зафіксуем у
пунктавай эўклідавай прасторы А" некаторы пункт Мо,
а ў эўклідавай прасторы Е" лінейна незалежную сістэму
вектараў а), а»,..., а» ёхл.

Мноства пунктаў з А"

МАМопа Б іа С... іа

дзе 021. «21, і--1,8, называецца Ё-мерным паралелепі-

пледам”,з ааршыняй М..
Адзначым, што калі А” ёсць геаметрычная прастора,

то аднамерны паралелепіпед ёсць адрэзак, двухмерны
паралелепіпед -- паралелаграм, пабудаваны на векта-
рах аі, а, трохмерны паралелепіпед -- паралелепіпед,
пабудаваны на вектарах аі, а», аз. ,

Разгледзім рэкурэнтны спосаб вызначэння аб'ёма У,
К- мернага паралелепіпеда. Будзем лічыць, што У. 2з [а],
далей, калі вядома значэнне У, і«с4, то

ара

, Уце УРМ.у, ,

дзе МігМ.а, а пункт Р; ёсць перасячэнне

плоскасцяў А'-М. Ца, а, ..., а:), А' гаМас

БіХа,а,»..., а;). Абазначым Р.М.122... Тадыз азна-
чэння аб'ёма маем

уў ТаПыПТ. (5.32)
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Згодна з правілам трохвугольніка, атрымліваем

К

аааанк

й

АЭ АЭ

К

ануча

а
я
й

АІ

РМ.зе РМо-ММ... пры гэтым МоМ.. 152 а, Р.М.

належыць лінейнай абалонцыІа), а»,-.., а). Значыць,

Пра да, Б Ба... іа,аі. , (5.33)

Паколькі вектар 8;;; належыць артаганальнаму дапаў-

ненню прасторы Іа,а»..., а;; то для скалярныхзда-

быткаў праўдзяцца роўнасці(П;, 1, а)--0, 5: І, і, адкуль

на падставе роўнасці (5.33) вынікае

(Ві, В.::0, зеі,і, (В.а, а)-0, іі, р--4.

Скарыстоўваючыгэтыястасункі і роўнасць (5.32), атры-

маем:

(а), аі) (аі, І.) ... (аі, В.)

а 8;
уз (Я а,) (Ь., В.) (Ь, ») Іа, Ь., с... В.І,

(ыа) (Б)... (ВВ.)
дзе б(а), П», ..., В.) ёсць матрыца Грама сістэмывектараў

а), П. ..., П].

Далей, разгледзім дзве патрэбныя нам уласцівасці

вызначніка матрыцы Грама.

1. Калі сістэма вектараў “аі, Н» -..., В. утворана

з сістэмы (а), а»,..., а.) па формулах (95.88), то мае месца

роўнасць . :

Іб(а,, н», ...,Іа,а»..., аа.

СО Сапраўды, аналізуючы выразы

1-1

(В. а)-іца, аўд--(а, а;), і, іза, А,

прыходзім да высновы, што замена першага множнікаа;

у скалярным здабытку (а, а,;) на й; раўназначная дада-

ванню да радка з нумарам і вызначніка

(а, аі) (аі, а.) ... (аі, а,)

(а, а) .(а» а»)... (а»а,)

(ай аі) (а» а.) ... (а,а,)



некаторай лінейнай камбінацыі папярэдніх радкоў; як
мы ведаем, ад гэтага вызначнік не зменіцца. Аналагічна

замена другога множнікаа; у скалярным здабытку(а,а;)
на Н, дадае да слупказ нумарам Глінейную камбінацыю
папярэдніх слупкоў. [З

2. Вызначнік матрыцы С(а,, а», ..., а.) роўны нулю,
калі і толькі калі сістэма вектараў Га), а»,..., аўз'яўляец.

ца лінейна залежнай.

О Няхай І(Са,а», ..., а.)1-0. Тадысістэма,

а(аі, а))-Бада, а.)--... -адаі, а)-0

а(а», а])-Е ада», а)... З ада», а.)-2-0,

аца, аі)-ада» а.)--...-ада,ь, а.)--0

мае нетрывіяльны развязак су, с» ..., в. Роўнасці

(5.34) можна запісаць у выглядзе

Ё

Х з. 2 са] а,
1

юДаў

8
Калі памножыць іх паслядоўнана аг, а»,..., а, і скла-

сці, то атрымаем . .

Гала, - ага»... ага”,

“адкуль вынікае, што

ага, Б аза... Ўпаь,

дзе сярод лікаў аі, а» ..., а, знаходзяцца ненулявыя.

Наадварот, няхай мае месца апошняя роўнасць, дзе

хоць быадзін з лікаў аі, а»..., а», няроўны нулю. Тады,

памнажаючы паслядоўна абедзве часткі гэтай роўнасці

злева скалярна на вектарыаі, а»..., а» атрымаем, што

сістэма (5.34) мае нетрывіяльны развязак. Значыць,

вызначнік матрыцы С(а,, а,, ..., а,) сістэмы роўны нулю.

На падставе ўласцівасці І атрымаем ут Іа,

а,,..., а,)І, прычым аб'ём Ё-мернага паралелепіпеда роўны
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нулю, калі вектарыаг, а»,..., аг з'яўляюцца лінейна за-

лежнымі (уласцівасць 2).

Разгледзім вызначэнне аб'ёма п-мернага паралелепі-

педа афіннай прасторыА". Няхай В-і)і»..., і.) ёсць

некаторы ортаўнармаваны базіс прасторы Е”. Абазна-

чым праз(аі, аг, ..., аг) каардынаты вектара а, у базі-

се В. Калі сістэма вектараў В.а), а-,..., а,ў з'яўляецца

лінейна незалежнай, то В: ёсць базіс прасторы Е”.

У гэтым выпадку матрыца А --[а.] ёсць матрыца перахо-

ду ад базіса В да Ві. Тады на падставе вынікаў, атрыма-

ных у пункце 3” з 5 5.2, прыходзім да высновы, што

У, зе АІ.

5.4. ЛІНЕЙНЫЯ АПЕРАТАРЫ

12. Паняцце лінейнага аператара. Перш чым перай-

сці да азначэння лінейнага аператара, разгледзім больш

агульныя паняцці адлюстравання і аператара.

Няхай Х і У ёсць два адвольныя непустыя мноствы.

Калі кожнаму элементу х з мноства Х паводле некатора-

га правіла / адпавядае пэўны элемент ў з мноства У, то

кажуць, што вызначана адлюстраванне Г мноства

Х у мноства У, і абазначаюцьгэта : Х-» У. Элемент уз У,

які адпавядае элементу х з Х, называюць вобразам

х і абазначаюць Дх), элемент х называецца правобразам.

Вобраз Дх) вызначаецца адзіным чынам, але Х зусім

неабавязкова ёсць адзіны элемент, які з'яўляецца пра-

вобразам Дх).
Мноства (Дх)Іхе: Х] вобразаў усіх элементаў з Х аба-

значаецца /Х) і называецца мноствам значэнняў ад-

люстравання. Аналагічна для кожнага падмноства А

мноства Х азначаецца ХА)Дх)іхеа].
Адлюстраванне /: Х-.У называецца сюр'ектыўным

або адлюстраваннем з Х на У, калі кожны элемент

з У мае хоць бы адзін правобраз,г. зн. ХХ) К.

«Адлюстраванне /: Х--У называецца ія'ектыўным або

ўзаемна адназначным, калі кожны вобраз /х) мае

адзіны правобраз х. :
Калі адлюстраванне / Х--У з'яўляецца сюр'ектыў-

ным. і ін'ектыўным, то яно называецца біектыўным.

У гэтым выпадку існуе адваротнае адлюстраванне

[711 УЗ.Х, якое кожнаму элементу ў з Т ставіць у адпа-

веднасць той элемент х з Х, вобраз якога ёсць ў.
Калі мноствы Х і У ёсць лінейныя прасторы, то

кожнае адлюстраванне А: Х-У называецца аператарам.
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Няхай ІЁ. і Ё. ёсць увогуле розныя прасторы, абедзве
рэчаісныя або абедзве камплексныя.

Азначэнне 5.9. Аператар А: І.І, называецца ліней-
ным, калі для ўсякіх двух вектараў х і у з І. і кожна-
га ліку Х выконваюцца ўласцівасці:

А(х--у)-А(х)-ЕА(у), А(Ах)-лА(х).
Пералічым некалькі прыкладаў лінейных аператараў.
І. Няхай кожнаму вектару х з прасторы І. адпавядае нулявы

вектар з прасторы ІЁ. Атрымалі нулявы аператар.

2. Няхай І. ёсць п-мерная арыфметычная прастора К" (прастора
матрыц-слупкоў памеру пХ 1), А -- прамавугольная матрыца памераў
т.Х п. Кожнаму слупку а з В" будзем ставіць у адпаведнасць матрыцу-
слупок Да. Гэты слупок мае памер т ХІ, Такім чынам, вызначым
аператар А: В.В”. З улікам азначэння множання матрыц гэты
аператар з'яўляецца лінейным.

З. У рэчаіснай прасторыІ” зафіксуем некаторыбазіс. Тады кожны
вектар а з І” будзе вызначанысваімі каардынатамі а--(а, а», ..., а,),
г. зн. зададзены аператар А: ІЭК". Ён з'яўляецца лінейным.
Больш таго, калі вектару а ставіцца ў адпаведнасць, напрыклад,
другая каардыната а», то атрымаем аператар А: 1-8. '

Непасрэдна з азначэння лінейнага аператара вынікае,
што вобраз лінейнай камбінацыі вектараў ёсць тая ж лі-
нейная камбінацыя” вобразаў гэтых вектараў, вобраз
нулявога вектара прасторыІ. ёсць нулявы элемент пра-
сторы І. На падставе гэтых меркаванняў можна сцвяр-

джаць, што ў выпадку канцамерных прастораў І” і Ё”"

лінейны аператар А: Г“Ё” мае наступныя ўласцівасці.

І. Для кожнай падпрасторы 1.. прасторы І" мноства

А(І.) ёсць падпрастора прасторы Г”, прычым Чіт А(І.)

«іт І...

9. Мноства вектараў з І", вобраз якіх ёсць нулявы

вектар з Ё”, з'яўляецца падпрасторай прасторыІ...

З першай уласцівасці вынікае, што мноства А(і”)

значэнняў лінейнага аператара ёсць падпрастора І”.

Памернасць мноства А(17”) называецца рангам ліней-

нага аператара і абазначаецца гА).

Падпрастора вектараў, вобраз якіх ёсць нулявывек-

тар, называецца ядром лінейнага аператара і абазна-

чаецца Кег А. Ядро аператара ёсць непустое мноства,

паколькі яму належыць нулявывектар. Калі ядру нале-

жыць хоць адзін ненулявы вектар, то ў прасторы у”

існуюць вектары, якія маюць не менш за два правобразы

(у прыватнасці, такі вектар нулявы). Мае месца і адва-
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ротнае: калі ёсць вектар а з І”, які мае дварозныя

“правобразы, г. Зн. А(а і) А(а,)--а, то ядру лінейнага

аператара А належыць ненулявывектар а-а, (паколькі

А(а,--аў)зг А(а!)- А(а):-0). З гэтых меркаванняў выні-

кае наступная ўласцівасць.

3. Лінейны аператар А: гэЁ” з'яўляецца ін'ектыў-

ным у тым і толькі тым выпадку, калі яго ядро ёсць

нулявая падпрастора, г. Зн. Кег А-- 10].

99, Матрыца лінейнага аператара. Няхай мыразгля-

даем лінейныаператарА: гЁ” і ВА (е; е», .... е.] ёсць

базіс прасторы І”. Тады вобраз адвольнага вектара

а-- ауе;- вае» С... Т ае, мае выгляд

А(а)-- агА(е)-Е вгА(еў)-... аА(е),

/

(5.35)

а значыць, А(а) цалкам вызначаны каардынатамі векта-

ра а і вектарамі А(е;), А(е,), ..., А(е,) з Ь”, якія з'яўля-

юцца вобразамі вектараў базіса В.

Зафіксуем у прасторы Ё” базіс Б--(е, 6, ..., 6.)

Кожныз вектараў А(е,) мы. можам раскласці па гэтым

базісе

А(е)- 5 адёь із »

а

З

Цяпер, калі каардынатывектара А(а) у базісе В па-

значыць праз йі, й» ..., ё», то роўнасць (5.35) можна

запісаць у выглядзе

адкуль

й Хаза, ісі, т. . (5.36)

Калі мы скарыстаем матрыцу

ац; аі “ее а,

а а. ад 21 22 Эн (5.37)

а а,» - а,

і матрыцы-слупкі
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а б.

аг А б»
а- . , а- ,

а, й,

то роўнасці (5.36) у матрычнай форме будуць мець
ВЫГЛЯД

а--Ав. (5.38)

Апошняе азначае, што каардынатны слупок вобраза
А(а) роўны здабытку матрыцыА памераў т Хі каарды-.
натнага слупка вектара а.

Матрыца (5.37) называецца матрыцай лінейнага апе-

ратара А: 17. Ё” у базісах В, В. Слупкі гэтай матрыцы
ёсць каардынатныя слупкі вектараў А(е;), А(е»),..., А(е,)
у базісе В.

Калі зафіксаваць базісы В і В адпаведна ў прасторах

Ьі і”, то кожны лінейны аператар А: ІЁ” вызначае

адзіным чынам некаторую матрыцу памераў гг Х п. Пры-
клад 2 з пункта І” паказвае, што кожная. матрыца

памераў тхл вызначае пэўны лінейны аператар

А: ГЗ”. Аналізуючыгэты факт, прыходзім да высновы,

што паміж мноствам усіх матрыц памераў т Хп і мност-

вам усіх лінейных аператараўА: Іг»Ё” існуе біектыўнае

адлюстраванне. Гэтая акалічнасць дазваляе на мностве

лінейных аператараў вызначыць аперацыі, аналагічныя

аперацыям на мностве матрыц.

Няхай А: [7--Ё”, В: Іло Ё” ёсць два лінейныя апера-

тары. Сумай аператараў А і В называецца аператар

С: Г-Г” (абазначаецца СЬАЗ В), які кожнаму вектару

а з І” ставіць у адпаведнасць вектар С(а)--А(а)--

4: В(а)з Ё”. Каліў прасторахІ”'і і” зафіксаваныя базісы,

то няцяжка пераканацца, што С з'яўляецца лінейным

аператарам і яго матрыца роўная суме матрыц аперата-

раў А і В. .

“ Здабыткам лінейнага аператара А:іліку

Х, называецца аператар В: 17”, які кожнаму вектару

аз І”'ставіць у адпаведнасць вектар ЛА(а), абазначаецца

аператар В праз АА, Матрыца аператара ЛА будзе

роўная здабытку матрыцы аператара А і ліку А.

Вынік паслядоўнага скарыстання двух лінейных апе-
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ратараў А: ГЁ”, В: Г".называецца іх здабыткам

і абазначаецца ВеА (аператар, які выконваецца першым,

запісваецца з правага боку). Калі ў “прасторах І”,

і“ і Г" -- зафіксаваныя базісы, то праз А абазначым

матрыцу аператара А, а праз В-- матрыцуапера-

тара В. Матрыца ВеА у базісах прасторы і” і І” будзе

мець памеры 5Хп. Яна роўная здабытку матрыц

Ві А.
,

Існаванне біектыўнага адлюстравання паміж мност-

вам лінейных аператараў А: ГэІ” і мноствам матрыц

памераў т Х п дазваляе даказаць яшчэ чатыры ўласціва-

сці лінейнага аператара. Х

4. Ранг матрыцы лінейнага аператара роўны рангу

аператара.
0 .Няхай нумары слупкоў, якія ўтвараюць базісны

мінор матрыцы,ёсць/ь /»..., ].. У гэтым выпадку векта-

рыА(е)), А(е)),.... А(е)) з'яўляюцца лінейна незалежны-

мі і кожнывектар А(е)), /55 Г, п, ёсць лінейная камбіна-

цыя вектараў А(е))), ё--1, г. Значыць, згодна з роўнасцю

(5.35), вобраз адвольнага вектара а з І” можна раскласці

па вектарах А(е;), А(е)), ай А(е;). Такім чынам, гэтыя

вектары ўтвараюць базіс у падпрасторы А(Г) і яе

памернасць роўная г. Ю

У прыватнасці, з гэтай уласцівасці вынікае, што ране

здабытку аператараў не перавышае рангаў множнікаў.

5. Для аператара А: гэЁ” мае месца роўнасць

ЦА)іт (Кег А)п.
Ю Згодна з азначэннем, Кег А ёсць мноства развяз-

каў сістэмы лінейных раўнанняў Ах--0, дзе А ёсць

матрыца лінейнага аператара, а х -- матрыца-слупок

зменных Хх), Х»,..., х.. З папярэдняй уласцівасці вынікае,

што ранг х матрыцысістэмы роўны (А). Цяпер, калі

ўлічыць, што памернасць мноства развязкаў сістэмы

«лінейных аднародных раўнанняў роўная п--г, атрымаем

уласцівасць 4. Ю
У прыватнасці, калі гэгл, то Кег А-(0]. Апошняе

азначае, што аператар А: 17--Ё” з'яўляецца ін'ектыў-

ным. Больш таго, пры пт ён будзе і сюр'ектыўным,

а значыць, мае месца наступная ўласцівасць.

6. Аператар А: 7.” ёсць біектыўны аператар, калі

і толькі калі памернасці прастораў І" і Ё” супадаюць

і роўныя рангу А.
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ПрасторыІ. і І. называюцца ізаморфнымі, калі існуе
біектыўны аператар А: іі. ,

7. Дзве лінейныя прасторы І. і І. з'яўляюцца іза-
морфнымі, калі і толькі калі памернасці прастораў
роўныя,
Ю Сапраўды, неабходнасць уласцівасці 7 вынікае

з уласцівасці б. Наадварот, калі маем дзве п-мерныя
прасторыІ. і 1, то кожная незвыродная матрыца парадку
п вызначае біектыўны аператар А: 1-1. у дачыненні да
фіксаваных базісаў І. і І. ш

Няхай мымаем ізаморфныя прасторы. Тады незалеж-
на ад таго, з якіх элементаў складаецца кожнаяз іх
(з матрыц-слупкоў, мнагаскладаў, развязкаў аднароднай
сістэмы лінейных алгебраічных раўнанняўі г.д.), выву-

чэнне ўласцівасцяў можна ажыццяўляць толькі на адной

прасторы, вынікі пераносяцца на астатнія. Таму надалей
будзем лічыць, што для кожнай памернасці існуе толькі

адна лінейная прастора.

Няхай А: ІТ» І” ёсць некаторы лінейны аператар).

А -- матрыца гэтага аператара ў дачыненні да базісаў

В і В адпаведна прастораў І” і Ё”. Калі мы будзем

разглядаць другую пару базісаў В” і В”, то матрыца

аператара А” увогуле не супадае з матрыцай А. Знойдзем

сувязь паміж матрыцаміА і А” аднаго і таго ж аператара
ў розных парах базісаў. Няхай Р і К -- матрыцыперахо-

ду адпаведна ад базіса В да В” і ад В да В”. Матрыца

Р ёсць незвыродная матрыца парадку л, а матрыца Х --

незвыродная матрыца парадку т. Абазначым праз е, е”

і 4, 8” матрыцы-слупкі з каардынат вектара а у базісах

В, В” і вектара А(а) у базісах В, В”. Тады, згодна з фор-

мулай (5.11), выконваецца а-- Ра”, ё-- Кб”. Падстаўляю- ,,

чыгэтыя выразыў формулу (5.38), атрымаем Ка” --АРа”.

Паколькі матрыца пераходу заўсёды мае адваротную,то

б -- ЕЛ'АРа”. Згодна з азначэннем матрыцыА”, (зеАа”.

З улікам апошніх дзвюх роўнасцяў атрымаем” аналі-

тычнае выяўленне сувязі паміж матрыцамі А і А:

АЕЗ'АР. (5.39)

Узнікае пытанне, як падабраць базісы ў прасторах

І" і ў”, каб матрыца Амела просты вырляд.

Тэарэма 5.13. Для кожнага лінейнага аператара

А: ГОЁ” ранга г базісы ў прасторах І" і У” можна

падабраць такім чынам, што матрыца аператара будзе

мець кананічны выгляд:
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А ао

“ТоТоўГ

дзе Е, ёсць адзінкавая матрыца парадку г.

С Базіс Ве), е», ..., е» е... ---, ёг) прасторы І”

падбярэм наступным чынам. Вектары е,,1, ёг» ..., е,

возьмем з падпрасторы КегА, яе памернасць роўная

п--г, а ў якасці еі, е» ..., е, возьмем адвольную сістэму

лінейна незалежных вектараў з 17”, якія не належаць

Кег А. Цяпер незалежна ад таго, які выбраныбазіс у І”,

апошнія п--л слупкоў матрыцы аператара А будуць

нулявымі. Паколькі ранг аператара роўныг, то першыя

г слупкоў матрыцыА з'яўляюцца лінейна незалежнымі.

Гэта адпавядае таму, што вобразыАсе;), А(е,), ..., А(е,)

вектараўе, е»,..., е, утвараюць базіс падпрасторы А(І7).

Згодна з тэарэмай 5.4, яго можна дапоўніць вектарамі

з Ё”" да базіса В прасторы І”. Матрыца аператара

А: ГЗЭ” у дачыненні да базісаў В і В будзе мець

патрэбны нам выгляд. (І

3. Лінейныя пераўтварэнні. Лінейны аператар

А: 131, які кожнаму вектару а з І. ставіць у адпа-

веднасць некаторы вектар А(а) той жа прасторы І,

называецца лінейным пераўтварэннем прасторыІ.

Зразумела, што большасць вынікаў папярэдніх пунк-

таў, якія маюць месца для лінейных аператараў, праў-

дзяцца і для лінейных пераўтварэнняў, аднак тут ёсць

і свае асаблівасці. Напрыклад, пры вызначэнні матрыцы

лінейнага пераўтварэння А: 12-17” нам дастаткова раз-

глядаць толькі адзін базіс 1”, паколькі ў гэтым жа базісе
разглядаюцца і вобразы вектараў.

Матрыцай лінейнага пераўтварэння А: 1-1 у базісе

Ва (е),е,..., е] называецца матрыцаА парадкуп, слупкі

якой складаюцца з каардынат вобразаў А(е;), А(е»), -..,

А(е/) у базісе В.

Калі А” ёсць матрыца гэтага ж лінейнага пераўтва-
рэння ў другім базісе В” :-(е/, е», ..., е], то сувязь паміж
А і А”, згодна з формулай (5.39), вызначаецца роўнасцю

А'АРЗІАР, (5.40)

дзе Р -- матрыца пераходу ад базіса В да В”.

“ Азначэнне 5.10. Падпрастора Ь”" прасторы І” назы-

ваецца інварыянтавай у дачыненні да пераўтварэння

А, калі АІі”)усі”.
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Напрыклад, нулявая падпрастора заўсёды пераходзіць у нулявы

вектар або ядро пераўтварэння ёсць падпрастора, якая пераходзіць
у нулявы вектар.

Калі падпрастора Ь”" ёсць інварыянтавая, то ў пра-

сторы І” можна выбраць: базіс ВАДе,, е», ...;, 6, ёп

..., 6], такі, што матрыца А лінейнага пераўтварэння

будзе мець выгляд "

У. (541)

 

дзе Ос.-.пухт”” Нулявая матрыца памераў (п- т)Х т;

А.ха--т) 7” Матрыца памераў т Х(п-- т); А. А,н -- мат-

рыцы парадкаў т, п--т.
Сапраўды, возьмем першыя вектараў базіса

В у падпрасторы І”. Тады каардынатныя слупкі Аў(еі),

А(е,), ..., А(е,) у апошніх п--т радках будуць мець

нулявыя элементы. Паколькі А(е;) належаць І”, то

т

А(е) зе Ж ае, ісі, т,
і

адкуль вынікае, што матрыца А падаецца ў выглядзе

(541).
Мае месца і адваротнае сцверджанне: калі ў некато-

рым базісе В матрыца лінейнага пераўтварэння А мае

выгляд (5.41), то лінейная абалонка Це,е» ..., еа) ёсць

інварыянтавая падпрастора ў дачыненні да пераўтва-

рэння А. У наступным пункце мы разгледзім важкія

выпадкі інварыянтавых падпрастораў, якія дазваляюць

істотна спрасціць даследаванне лінейных пераўтва-

рэнняў.
49” Уласныя вектары і ўласныя значэнні. Няхай

А: ІЫ” ёсць лінейнае пёраўтварэнне, якое некатораму

ненулявому вектару ас 1" ставіць у адпаведнасць калі-

ніярны вектар, Г. Зн. ”

А(а)2-аа. (542)

У гэтым выпадку на падставе азначэння лінейнага апе-

ратара для вобраза кожнага вектара ра маем А(ца)2

г: Хра). Значыць, падпрастора І! -Гна[це В] ёсцьінва-

рыянтавая падпрастора.

Азначэнне 5.11. Ленулявы вектар а, які задавальняе

ўмову (5.42), называецца ўласным вектарам лінейнага
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пераўтварэння А. Лік А У роўнасці (5.42) называецца

ўласным значэннем пераўтварэння.

Заўважым, што калі а ёсць уласны вектар, які адпа-

вядае ўласнаму значэнню ), то кожны вектар ра пры

ш5:0 з'яўляецца ўласным вектарам з тым жа ўласным

значэннем. Больш таго, калі ўласнаму значэнню Х адпа-

вядаюць два ўласныя вектары а і Б, то лінейная камбіна-

цыя са--ВЬ ёсць уласны вектар з уласным значэннем

). Нулявывектар, згодна з азначэннем, не з'яўляецца

ўласным,а таму мноства І.усіх вектараў, якія з'яўляюц-

ца лінейнымі камбінацыямі зададзеных уласных векта-

раў з адным і тым жаА, не ёсць падпрастора У”. Калі мы

пашырым І1.., далучаючыда яго нулявывектар,то І.ёсць

інварыянтавая падпрастора ў дачыненні да пераўтва-

рэння А: 1-1”. Яна называецца ўласнай падпрасторай,

якая адпавядае ўласнаму значэнню Ж.

Калі ў прасторы І” зафіксаваць базіс, то роўнасць

(5.42) набывае выгляд

Дала, (5.43)

дзе А ёсць матрыца лінейнага пераўтварэння А; а--

матрыца-слупок каардынат вектара а. Апошнюю роў-

насць можна таксама падаць у выглядзе

(А- лБ)0

абс ў каардынатнай форме

(а--Ма 4 аз... апав,

аца, К (аь-- Ма» Б... Т ама, згО,

аб: нн ала»Г --. (аа,0,

дзе а, ёсць элементы матрыцыА парадку л, аг-- каарды-

(5.44)

наты вектара а, і, /зз1, п; Ё- адзінкавая матрыца

парадку л.
Роўнасці(5.44) можна разглядацьяк сістэму лінейных

алгебраічных раўнанняў для вызначэння каардынат аі,

ах,..., а, уласнага вектара а. Паколькі вектара з'яўляец-

ца ненулявым вектарам, то аднародная сістэма (5.44)
будзе мець ненулявы развязак толькі тады, калі

аеі(А -- АЕ). (5.45)

Роўнасць (5.45) называеціа характарыстычным раў-
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наннем. Кожнае ўласнае значэнне Л, лінейнага пераўтва-
рэння ёсць развязак гэтага раўнання. Згодна з азна-
чэннем вызначніка матрыцы парадку п, левая частка
характарыстычнага раўнання з'яўляеццамнагаскладам
ступені п у дачыненні да зменнай А. Ён называецца
характарыстычным мнагаскладам і для яго мае месца
наступная ўласцівасць: калі А і А” ёсць матрыцыліней-
нага пераўтварэння А: “І” у розных базісах, то ха-
рактарыстычныя мнагаскладыгэтыхматрыц супадаюць.
С Сапраўды,

[А-АА [РАР-ЛЕ [варзРАЕр -
г ІРЭКА САРІАСІА-АПРЦІРА А-А.

На падставе гэтай уласцівасці можна сцвярджаць,
што ўласныя значэнні і ўласныя вектары з'яўляюцца
характарыстыкай лінейнага пераўтварэння і не зале-
жаць ад выбару базіса прасторыІ.

Паколькі ў мностве камплексных лікаў характарыс-
тычнае раўнанне п-й ступені, згодна з асноўнай тэарэмай
алгебры, мае хоць адзін камплексныразвязак, то ў кам-
плекснай прасторы 1” кожнае лінейнае пераўтварэнне
мае адно ўласнае значэнне 4, а значыць, адзіны ўласны
вектар. Апошняе азначае, што лінейнае пераўтварэнне
камплекснай прасторы мае хоць адну інварыянтную
падпрастору.

Разгледзім некаторыяўласцівасці ўласных значэнняў
і ўласных вектараў лінейнага пераўтварэння.

І. Сістэма ўласных вектараў (аі, а» .. а,» якія
адпавядаюць папарна розным уласным значэнням А), А,

.., А.» ёсць лінейна незалежная сістэма.

Ю Для доказу скарыстаем метад матэматычнай індук-

цыі і метад доказу ад процілеглага. Пры т-І уласці-

васць мае месца, паколькі, згодна з азначэннем, уласны

вектар з'яўляецца ненулявым. Няхай уласцівасць выкон-

ваецца для кожнай сістэмы з п--1 уласных вектараў,

але парушаецца для вектараў аі, а», .... ах. Тады гэтая

сістэма вектараў з'яўляецца лінейна залежнай, г. зн.

аа, Ў вага -Е...З-аа, (5.46)

дзе хаця б адзін з лікаў а; няроўны нулю. Будзем лічыць

а:52:0. Скарыстоўваючыда роўнасці(5.46) лінейнае пераў-
тварэнне, атрымаем

ама Ўама...аа, 220.
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Памножым абедзве часткі стасунку (5.46) на А. і ады-

мем іх ад адпаведных частак апошняй роўнасці, бу-

дзем мець

«(М --даА»Маа...

4аз КАт--і т” дан 220.

Згодна з індукцыйным пагадненнем, з гэтага судачы-

нення вынікае, што (у - Аа)О пры а152:0. Значыць,

Маа А, але гэта супярэчыць умове разгляданай уласці-

васці. Такім чынам, атрымалі, што сістэма вектараў

(а), а» .. а,] з'яўляецца лінейна незалежнай. Ю

На падставе гэтай уласцівасці вынікае ўмова, дастат-

ковая для таго, каб базіс-лінейнай прасторы з'яўляўся

сістэмай уласных вектараў лінейнага пераўтварэння

і матрыца пераўтварэння мела дыяганальны ВЫГЛЯД.

9. Калі лінейнае пераўтварэнне А: ГІ” мае п папа-

рна розных уласных значэнняў, то існуе базіс ВА (е),е»,

.., ед з уласных вектараў, і матрыца пераўтварэння

ў гэтым базісе з'яўляецца дыяганальнай.

СО Першая частка гэтай уласцівасці непасрэдна выні-

кае з папярэдняй.

Пакажам, што матрыца пераўтварэння ёсць дыяга-

нальная. Калі вектар е; з'яўляецца ўласным, то А(еў)--2е,

і, значыць, і-ы элемент каардынатнага слупка вектара

А(е) роўныЛ. а астатнія. элементы ёсць нулі. Паколькі

матрыца лінейнага пераўтварэння ўтвараецца з каарды-

натных слупкоў А(е;), із І, п, то яна з'яўляецца дыяга-

нальнай, прычым уласныя значэнні пераўтварэння знахо-

дзяцца на галоўнай дыяганалі матрыцы А.

3. Лінейнае пераўтварэнне А: Г'--І' мае ўласнае

значэнне, роўнае нулю,калі і толькі калі яно не з'яўляец-

ца біектыўным.

(І Для ўласнага вектара а, якому адпавядае нулявое

ўласнае значэнне, мае месца А(а)--0. Гэта азначае, што

Кег А»510], а значыць, згодна з уласцівасцю б з пункта

99, пераўтварэнне А: І7-.І” не з'яўляецца біектыўным.

Наадварот, калі пераўтварэнне А прасторы І” не

з'яўляецца біектыўным, то для некаторага ненулявога

вектара а маем А(а)--0. Такім чынам, вызначнік матры-

цы сістэмы (5.44) роўны нулю пры А--0. Ю

У выпадку, калі ўласныя значэнні не з'яўляюцца

папарна рознымі, у лінейнай прасторы І” можа ўвогуле

не існаваць базіс, у якім матрыца лінейнага пераўтва-
рэння мае просты выгляд.
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Напрыклад, лінейнае пераўтварэнне двухмернай прасторы, якое

1

0 І

адзін уласны вектар а--(1; 0), які вызначаецца сістэмай (5.44). Зна-
чыць, у кожным базісе прасторы 172 матрыца пераўтварэння не можа
быць дыяганальнай. .

падаецца матрыцай ] мае ўласныя значэнні А-Аі толькі

5”. Лінейныя пераўтварэнні эўклідавай прасторы.
Зразумела, што для лінейных пераўтварэнняў эўклідавай
прасторыА: Е-э Е" маюць месца ўсе вынікі папярэдняга
пункта. Аднак паняцце скалярнага здабытку вектараў
дазваляе азначыць іншыя важныя класы лінейных пе-
раўтварэнняў. Іх вывучэнню прысвечаны гэты пункт
параграфа.

Азначэнне 5.12. Лінейнае пераўтварэнне А' эўкліда-
вай прасторы называецца спалучаным у дачыненні да
лінейнага пераўтварэння А, калі для кожнай парывекта-
раў х, у з Е" выконваецца роўнасць скалярных здабыткаў

(А(х), у)-(х, А'(у)). (5.47)

Абазначым праз А, А" матрыцывызначаных лінейных

пераўтварэнняў у некаторым базісе В эўклідавай прасто-

ры Е”". Высветлім, якая сувязь існуе паміж гэтымі матры-

цамі. Калі х, у -- каардынатныяслупкі вектараўх і у ад-

паведна,то, згодна з формулай (5.12), роўнасць (5.47) бу-

дзе мець выгляд

(Ах)бу--х'СА"у,

дзе С ёсць матрыца Грама базіса В. Простыя пераўтва
рэнні гэтай роўнасці даюць

Х(А'б- бА“уу--0,

адкуль у выніку адвольнасці выбару вектараў х, у атры-
маем роўнасць

А'а- бАж-О, (5.48)

дзе О ёсць нулявая матрыца парадку т.
Роўнасць (5.48) паказвае сувязь паміж матрыцамі

лінейнага пераўтварэння А і спалучанага з ім пераўтва-
рэння А“. Калі В ёсць ортаўнармаваныбазіс, то матрыца
Грама С супадае з адзінкавай матрыцай, а таму форму-

ла (5.48) набывае выгляд

АКАЗА”, (5.49)

Маюць месца наступныя ўласцівасці.
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1. Для кожнага лінейнага пераўтварэння А эўкліда-

вай прасторы існуе адзінае спалучанаепераўтварэнне.

Ю Зафіксуем у эўклідавай прасторы Е” ортаўнармава-

ны базіс. Няхай А -- матрыца пераўтварэння ў гэтым

базісе. Разгледзім лінейнае пераўтварэнне А): Е-Е”,

якое мае матрыцу А”. Тады ўмова (5.47) будзе раўназнач-

ная роўнасці (Ах)ту -- хЦА'у). Значыць, А,ёсць спалуча-

нае пераўтварэнне ў дачыненні да А. Калі існуе іншае

спалучанае пграўтварэнне, то яго матрыца ў фіксаваным

базісе на падставе роўнасці(5.49) супадае з АТ. Значыць,

яно само супадае з А.. . ,

Паколькі (АТУ-2А, то на падставе роўнасці (5.49)

атрымаем (А”“)“-гА. Апошняе азначае, што А з'яўляецца

спалучаным пераўтварэннем У дачыненні да А”.

9. Калі некаторая падпрастора Е" эўклідавай прасто-

ры Е" з'яўляецца інварыянтавай у дачыненні да пераўтва-
“ ту ;

рэння А, то артаганальнае дапаўненне Е”” будзе інва-

рыянтавай падпрасторай у дачыненні да А“.

С Няхай х ёсць адвольнывектар Е”". Тадыз А(х)а Е”
.

4

вынікае, што для кожнага вектара усгЕ”. мае месца

роўнасць (А(х), у)--0. З апошняй роўнасці на падставе

азначэння спалучанага пераўтварэння А“ вынікае

(х, А“(у))--0. Значыць, А'(у)е Е””, а

Паняцце спалучанага пераўтварэння прыводзіць да

наступнага азначэння.
Азначэнне 5.15. Лінейнае пераўтварэнне А: Е'-Е'

называецца самаспалучаным, калі яно супадае са сваім

спалучаным пераўтварэннем.
«Непасрэдназ формулы(5.49) вынікае наступная ўла-

сцівасць.
З. Пераўтварэнне А: Е“-»Е” з'яўляецца самаспалуча-

ным, калі і толькі калі яго матрыца А у кожным орта-
ўнармаваным базісе задавальняе роўнасць АзгА,
г. зн. з'яўляецца сіметрычнай.

Тэарэма 95.14. Калі А ёсць сіметрычная рэчаісная
матрыца, то ўсе развязкі раўнання ІА-аАЕЬ0 з'яў-

ляюцца рэчаіснымі.
С] Няхаймае месца процілеглае,г. зн. раўнанне [А-

ЗАБІ 0 мае камплексныразвязак Л. Разгледзімсістэ-

му лінейных раўнанняў (5.44) пры АЛ. Гэтая сістэма
мае нетрывіяльны развязак (аў; аў ...; а!), які ўвогуле
можа мець камплексныя лікі аў. Няхай а? ёсць матрыца-

 00. з
слупок з элементамі аг, іх І, л. Падстаўляючыа? у сістэ-
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му (95.44), атрымліваем роўнасці, матрычная форма якіх
мае выгляд

Дама.

Левую і правую часткі гэтай матрычнай роўнасці памно-

жым злева на 'матрыцу-радок (а), дзе “а? ёсць
матрыца-слупок з элементамі, камплексна-спалучанымі
да элементаў а”. У выніку атрымаем роўнасць лікаў

(а?Ааг- Ха”а”. (5.50)

Пакажам, што лік 1: ( аа)Аа? з'яўляеццарэчаісным.
Сапраўды,

М(а)Аа(а)Аа)(АГа”,

А (а)Я а(аА(ауА"а,

адкуль 4 -- 7. Правая частка роўнасці (5.50) з'яўля-
ецца камплексным лікам, паколькі здабытак

Саа ў “7 0аіа; ёсць рэчаісны лік, а 4ў--камйлекс-
і

ны лік.
У вывіку атрымалі супярэчнасць, якая паказвае, што

развязач мае рэчаіснае значэнне.
На падставе асноўнай тэарэмы алгебрыі тэарэмы

5.14 прыходзім да высновы, што кожнае самаспалучанае
пераўтварэнне эўклідавай прасторы мае ўласныя век-
тары.

Уласныя вектарыі ўласныя значэнні самаспалучана-
га пераўтварэння маюць шэраг важкіх уласцівасцяў,
якія мы пачнем разглядаць.

4. Уласныя вектары самаспалучанага пераўтварэння,
якія адпавядаюць розным уласным значэнням, з'яўляюц-
ца артаганальнымі.
О Няхай для самаспалучанага пераўтварэння А: Е'--

-Е” вектары а і Б з'яўляюцца ўласнымі і адпавядаюць
розным уласным значэнням Л і н. Тады А(а)--ла, А(Б)-
2-7. На падставе азначэння самаспалучанага пераўтва-
рэння маем:

(А(а), Б) Ха, Б)(а, А(Б))- (а, Б).

Апошнія роўнасці пры Азё ц маюць месца толькі тады,
калі (а, Б):-0. гі
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5. Для кожнага самаспалучанага пераўтварэння

А: БЕ” у прасторы Е" існуе ортаўнармаваны базіс

з уласных вектараў пераўтварэння,

(Ф Для доказу гэтай уласцівасці скарыстаем метад

матэматычнай індукцыіпа памернасці прасторыт. Пры

паг] уласцівасць мае месца, паколькі самаспалучанае

пераўтварэнне, згодна з тэарэмай 59.14, мае хоць адзін

уласнывектар а,, які пасля ўнармавання будзе вектарам

базіса і,2-а:/[а,І. Няхай цяпер гэтая ўласцівасць мае

месца для пзг122 1; дакажам яе для п-сі4-1. Падпрас-

тора Еўі(уе В] ёсць інварыянтавая ў дачыненні да

самаспалучанага пераўтварэння А. Артаганальнае да-

1

з

паўненне Е' на падставе тэарэмы 5.9 з'яўляецца пад-

прасторай памернасці ў і, згодна зЗ уласцівасцю 3,--

інварыянтавая падпрастора ў дачыненні да А. Значыць,

ч а.
х

А: ЕГСВ” ёсць самаспалучанае пераўтварэнне. На

падставе пагаднення індукцыі ў прасторы Е'” існуе

ортаўнармаваныбазіс Я».і» ... ід] з уласных вектараў

пераўтварэнняА: Е.-.Е'”. Паколькі Е ФЕ! -Е“', то

сістэма ўласных вектараў а. і»і ёсць ортаўнарма-

ваны базіс прасторы Е”“”. 8

Даказаная ўласчівасць 5 абгрунтоўвае наступную

ўласцівасць.

б. Для кожнай рэчаіснай сіметрычнай матрыцы А па-

радку п існуе артаганальная матрыца Р таго ж парадку,

такая, што Р”'АР ёсць дыягчлнальная матрыца.

Ю Сапраўды, матрыца А зызначае самаспалучанае

пераўтварэнне А: Е“Э-Е" у некаторым ортаўнармаваным

базісе Вее), е»..., е.]. Разам з гэтым базісам, згодна

з уласцівасцю 5, існуе ортаўнармаваныбазіс в“--:і,і,

.. і) з уласных вектараў пераўтварэння. Матрыца А'

пераўтварэння ў гэтым базісе з'яўляецца дыяганальнай.

Няхай Р ёсць матрыца пераходу ад базіса В да В”. Тады,

згодна з формулай 95.40, АА РЗ'!АР, прычым на падставе

вынікаў пункта 3” з ў 5.2 матрыца Р з'яўляецца артага-

нальнай. Ф
На дакончанне адзначым, што слупкамі матрыцы

Р будуць каардынатныя слупкі ўласных вектараў у базі-

се В. ;

5.5. КВАДРАТЫЧНЫЯ ФОРМЫ

іэ. Білінейныя формы. Перш чым даць азначэнне

білінейнай і квадратычнай формаў, разгледзім паняцце

функцыі на лінейнай прасторы у”.

266



Будзем казаць, што на мностве вектараў лінейнай
прасторы вызначана функцыя аднаго вектара (двух
вектараў), калі кожнаму вектару х з І” (кожнай упа-
радкаванай пары(х; у) вектараў) ставіцца ў адпавед-
насць пэўнылік. .

Лік, які функцыя / ставіць у адпаведнасць вектару
х (парывектараў(х; у)), называецца значэннем функцыі
і абазначаецца Дх) (Хх, у)).

Зараз можна сфармуляваць

Азначэнне 5.14. Білінейнай формай на лінейнай пра-
сторыІ" называецца функцыя Цх, у) двух вектараў, якая
задавальняе аксіёмы:

1) ах, у)-Ьх, луў)зе Ах, у);

2) ху, 2)-Ых, а)--ЫУ, 2);
3) Шх, у-ра)--ж, у)--Ых, 2).

для ўсякіх трох вектараў х, у, г і кожнага ліку Ж.

Зафіксуем у прасторыІ”' базіс В--(е), е»..., е.]. Калі

ХхХ пе, уг Ве, то для білінейнай формы маем:
Ёа 121

п

Хх, д-цЁ ае, ў Ве] а
іы

г Ю аВ.Це, е).
іі

Формула паказвае, што значэнне (Хх, у) знаходзяць
зыходзячы з каардынатаў вектараў х, у і значэнняў

білінейнай формы на магчымых парах базісных векта-

раў. Лікі аге, г), і, іззІ, п, называюцца каэфі-
цыентамі білінейнай формы, а матрыца

а а» -. ёі.

а аю .. 8

называецца матрыцай білінейнай формы іх, у).
Калі праз а, В абазначыць матрыцы-слупкі з каарды-

. натаў вектараў х, у, то на падставе азначэння аперацый
з матрыцамі атрымаем.

іх, уўзгатаВ. (5.51)
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Абазначым праз А” матрыцу білінейнай формыў базі-

се В/2ь(е;, е», ..., ел]. Зразумела, што пры пераходзе ад

базіса В да базіса В” матрыца А білінейнай формы

мяняеццаі становіцца роўнай А”. Пакажам сувязь паміж

матрыцаміА і А”. Вектары базіса В” можна раскласціпа

'
л

вектарах базіса В, згодна з формуламі есе У руе»

.
іеі

ІТ,п, дзе р. -- элементы матрыцы Р пераходу ад В да

В”. Таму элементы матрыцы А' вызначаюцца роўнасцямі:

п п

азе Це, е/)-:8 5 ре» 2 РуЎ,

. 5-1 1

п
п

шш Ж рарубСе» е) 5 рарцёзь Ь 1551, П.

5, іх] 5, іла]

Згодна з азначэннямі аперацыйз матрыцамі, апошнія

роўнасці можна запісаць у выглядзе

А'--Р'АР. (5.59)

Формулы(5.52) паказваюць сувязь паміж матрыцамі

білінейнай формы ў розных базісах Ві В”.

Білінейная форма называецца сіметрычнай, калі вы-

конваецца ўмова ”

х

Мх, у), х).

Калі білінейная форма з'яўляецца сіметрычнай, то

Ке, едзе, е; а таму матрыца білінейнай формы

задавальняе ўмову Д--А”. Значыці, А ёсць сіметрычная

матрыца. Відавочна, што калі матрыца білінейнай фор-

мыў некаторым базісе з'яўляецца сіметрычнай, то сама

форма будзе сіметрычнай.

99. Квадратычныя формы. Скарыстоўваючы паняцце

білінейнай формы, дадзім

Азначэнне 5.15. Квадратычнай формай на лінейнай

прасторы І" называецца функцыя К(х) аднаго вектара,

значэнне якой знаходзяць паводле роўнасці І(х) гз Шх, Х),

дзе х, у) ёсць сіметрычная білінейная форма.

Па зададзенай квадратычнай форме можна вызна-

чыць і адпаведную ёй білінейную форму. Сапраўды,

згодна з азначэннямі 5.14 і 5.15, атрымаем:

І(хЗру) сь ху, хзру)еж, Хх) х, у) (у, х)--

у, у) ёх, х)--2Ых, У) Фу, У).
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З гэтага вынікае, што білінейная форма задавальняе
роўнасць

Б, у)се з (х-ру)- Шх)-у),
а таму значэнне Іх, у) на кожнай пары(х:;у) вектараў І”
знаходзяць зыходзячыса значэнняў квадратычнай фор-
мы. На падставе роўнасці (5.51) квадратычную форму
К(х) можна запісаць у выглядзе

(ху) а"4а, (5.53)

дзе а'з2(01; а; ..; а.) ёсць каардынаты вектара х; А --
матрыца білінейнай формы, якая адпавядае /ё(х). Каар-
дынатны запіс гэтай роўнасці дае формулу

п

ху)» Я ага.
. і, ўі

Правая частка апошняй роўнасці мае палобныя складні-
кі аўа:0;25 880, ізё]. Таму пасля спрашчэння квадра-
тычную форму можна запісаць у выглядзе

л по і-]

11 іі

Адзначым, што матрыца А з роўнасці (5.53) назы-
ваецца матрыцай квадратычнай формы, а яе элементы -
каэфіцыентамі.

3”. Спрашчэнне квадратычнай формы. Квадратычная
форма, матрыца якой з'яўляецца дыяганальнай, назы-
ваецца формай кананічнага выгляду або проста кана-
нічнай формай.

Тэарэма 5.15. Для кожнай квадратычнай формы
Юх) існуе базіс прасторы 1”, у якім Іх) з'яўляецца
кананічнай формай.
С Няхай квадратычная форма 4(х) у зыходным базісе

В--(е,, е», ..., е.] прасторыІ” мае выгляд (5.53), прычым
для кожнага вектара прасторы хае; З ас6» Е...-Е аге.
Пакажам, што ў прасторы і” можна падабраць базіс
В'-Це), е, .., е, для якога ха-аеЎ азе» ...--аге”,
а значыць, і формулы пераўтварэння каардынат:,

л

ше Х русу, ізеІ, п,
15

такія, што матрыца

А'-РГАР

269



квадратычнай формы Іх) у базісе В” будзе з'яўляцца

дыяганальнай. Матрыца Р-(рідахй ёсць матрыца пера-

ходу ад базіса В да В”. Для доказу гэтай магчымасці

скарыстаем метад матэматычнай індукцыі па колькасці

каардынат а.
..

Пры п--І форма мае кананічны выгляд к)аца.

Пагодзімся, што тэарэма мае месца длякожнага тп
/

і дакажам яе пры тп. Спачатку будзем лічыць, што

ў форме (5.53) хаця б адзін каэфіцыент а; няроўны нулю.

Увогуле можна лічыць а1:5:0. У гэтым выпадку

1 : аа

выраз З. (аца БарагКазаў з'яўляецца квадра-

П

тычнай формай з п каардынатамі, у якой каэфіцыенты

пры а; супадаюць з адпаведнымі каэфіцыентамі К(х).

Розніца гэтых формаў

ыаа)- ас (ана Г анат. -.КацьЎ

ёсць таксама квадратычная формаз каардынатаміа», аз,

.., 8.. На падставе індукцыйнай згоды для к(х) існуюць

формулы пераўтварэння каардынат:

азз2 рраў- рэвзК -.Ю Рэлёль

аза Рзэбз аз... а”,
З Рэз 24. Рэз зе Г Рза п (5.54)

аге разаў -Г Разоў ...Ў Рааёл,

з незвыроднай матрыцай каэфіцыентаў, якія форму ёх)

прыводзяць да кананічнага выгляду. У выніку атрымаем

1
К(х)- аг (аца Бара... Кана,Ў

2 2 2

З-араў У азаз Т... Г апаёа-

; ;..
Калі пазначыць аў 22 8118Б 820» -..аіаб, аге І/аць то

форму К(х) можна запісаць у выглядзе

2 2 9

хуаца Г арах Ж... У бяайл-

Згодна з нашай заменай,

 

Калі мы падставім у гэтую роўнасць выразы для ёй
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і-2, п, са стасункаў (5.54), то атрымаем

аруФраз... ріай.

З гэтай формулы (разам з сістэмай (5.54)) вынікаюць
формулы пераўтварэння каардынат пры пераходзе ад
базіса В да базіса В”, у якім квадратычная форма мае
кананічны выгляд. Матрыца Р каэфіцыентаў формул
пераўтварэння каардынат мае выгляд

Ра Рі -. Рі

1 -. Рэ,Мб Рэг Рзз рРз -20,

а значыць, матрыца Р з'яўляецца незвыроднай і яе
слупкі ёсць каардынаты вектараў базіса В”.

Застаецца разгледзець выпадак, калі ўсе дыяганаль-
ныя элементы матрыцы А формы (5.53) роўныя нулю.
Тадысярод недыяганальных элементаў матрыцыіснуюць
ненулявыя, бо інакш /А(х)зе0. Няхай, напрыклад, а1:550.
Тады пераўтворым каардынаты паводле формул:

22: 41-- 045,
М

адзеў Зах,

азе 4, іза, П
 

З незвыроднай матрыцай каэфіцыентаў

1 3-1 0..0

1 1 0...0

0.0 1... 0], 1р.1::2;
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квадратычная форма к(х) набывае выгляд

Іх)Вараг-- ВарагК),

дзе Едх) ёсць квадратычная форма, у якой адсутнічаюць

о. 2 з 9

складнікі з а], а». Для гэтай квадратычнай формы

можна паўтарыць усе тыя разважанні, што і ў выпадку

а115:90.
Адзначым, што з доказу тэарэмы 5.15 вынікае метад

-

спрашчэння квадратычнай формыда кананічнага выгля-

ду. Праілюструем яго на наступным прыкладзе.

Прыклад 5.І. Спрасціць квадратычную форму да кананічнага

выгляду -

Іх)аз 4- аз-р аз аз - 4адазР 2агаз-- дад -- ада

» Паколькі агра 420, то:

1
Е(х) з (4а- 2пз-- Зва)Тазва 07, Ек)аў4: ага».

У квадратычнай формыёх) каэфіцыент 4925 І, таму

Ь(х)се(аў-Е ва)” - аў.

На падставе формул пераўтварэння каардынат:

а(зе4а; -г2аз--2ай,

(ааб аф 6

АЯ (5.55)
сз-- ба,

адз ац,

квадратычная форма /(х) прыме кананічны выгляд

Ь І 2. 20 2
(хх) а“ Зар --аз.

Матрыца Р пераходу ад базіса В да В” ёсць адваротная для матры-

цы каэфіцыентаў формул (5.55), г. зн.

140 1/2 1/2
01 -В. 10
00 1 о
00 0 і

Каардынаты вектараў кананічнага базіса В” ёсць слупкі матры-

цы Р.

Пры пераходзе ад аднаго базіса да другога ў прасто-

ры І" матрыцы квадратычнай формы змяняюцца, але
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для рангу матрыц справядлівая наступная ўласцівасць.
І. Ранг матрыцы квадратычнай формыне залежыць

ад базіса.
С Згодна з формулай (5.52), матрыцыА і А” квадра-

тычнай формы ў розных базісах прасторы І”' звязаныя
роўнасцю А'-РГАР,дзе Р ёсць незвыродная матрыца.
Адсюль на падставе тэарэмы2.14 вынікае МА)А). г

З даказанай уласцівасці вынікае, што колькасць
няроўных нулю каэфіцыентаў у кананічных выглядах
формы К(х) ёсць велічыня сталая, роўная (А). Яна
называецца рангам К(х). :

Будзем разглядаць адвольную рэчаісную квадратыч-
ную форму ў эўклідавай прасторы Е"'. Яе матрыца
А у некаторым базісе з'яўляецца рэчаіснай сіметрычнай
матрыцай. На падставе ўласцівасці б з ў 5.4 існуе артага-
нальная матрыца Р парадку п, такая, што Р”'АРАА
ёсць дыяганальная матрыца, у якой на галоўнай дыяга-
налі стаяць характарыстычныя значэнні матрыцыА. Па-
колькі кожная артаганальная матрыца ёсць матрыца
пераходу паміж, двума ортаўнармаванымі базісамі Е”

і РЗ'ЁР”, то на падставе ўласцівасці 5 з пункта 5“

6 5.4 і формулы (5.52) мае месца

Тэарэма 5.16. Кожная рэчаісная квадратычная форма

І(х) у прасторы Е" з матрыцай А у некаторыя ортаўнар-

маваным базісе В можа быць прыведзена да кананічнага
выгляду

п
2

(х)-- Ж Ма
1

шляхам пераходу ад базіса В да ортаўнармаванага

базіса В”, вектары якога ёсць уласныя вектары матрыцы

А; лікі А,-- характарыстычныя значэнні матрыцы

Пераўтварэнне квадратычнай формыда кананічнага

выгляду, згодна з тэарэмай 5.16, называецца прывя-

дзеннем квадратычнай формы да галоўных восяў.

Няхай В--1е), е», ..., е] -- базіс прасторы Е”, у якім

рэчаісная квадратычная форма /А(х) мае кананічны вы-

гляд. На падставе ўласцівасці І можна сцвярджаць, што

2 2

Е(х)-- азаз-ага ч“ ДалаарабпАі паб,

дзе а/2»0, і--1, 7; г-- ранг квадратычнай формы.

Колькасць рэ-т дадатных і колькасць фз2г--т ад-

моўных каэфіцыентаў называюцца адпаведна дадатным
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і адмоўным індэксамі Іх). Розніца баз р--д называецца

сігнатурай. , ,

Мае месца наступная ўласцівасць, якая носіць назву

закона інэрцыі рэчаіснай квадратычнай формы.

9. Дадатныі адмоўныіндэксы, а таксама і сігнатура,

не залежаць ад базіса, у якім форма мае кананічны

выгляд.
С Няхай В”: (е; е», ..., 81] ёсць яшчэ адзін базіс Е",

у якім Ё(х) мае кананічны выгляд:

4 2 2 2 ў. р
Іх) гад ЗЕ а505 А.а ацца - ...--а,а,.

Будзем лічыць, што тс» і. Няхай Р--(р.) ёсць матрыца

пераходу ад базіса В” да В. Тады формулы пераўтва-

рэння каардынат маюць выгляд

 

д

ага Ж руар, ізхі, й,
, 1

прычым матрыца Р ёсць незвыродная. Калі падставім

правыя часткі гэтых формул замест а; у /(х), то атры-

маем тоеснасць

2 2 2 , 8 р
аа З-аба5 Ў... цаг -аца.6.6,

ха 2 2 2 2 2

веааЗЕ...Уанёпат.

Разгледзім сістэму аднародных лінейных раўнанняў

т

5 ру, і--іІ, і.

а.

Паколькі колькасць невядомых т больш за колькасць

ураўнанняў і, то сістэма мае нетрывіяльны развя-

зак а“, ах, ..., ат. Будзем лічыць, што аўры ада» з б”

роўныя нулю. Калі падставіць гэтыя значэнні каардынат

а; у тоеснасць, то атрымаем

Я 8 2)
Кааўразааі... Рага зы

2 2 9

газаў --азвў ...арай.

Правая частка гэтай роўнасці ёсць велічыня дадатная,

а левая частка -- або адмоўная, або нуль. Такім чынам,

атрымалі супярэчнасць таму факту, што т». Гэта

азначае, што т: /. Аналагічна даказваецца няроўнасць

іст. Значыць, та-і. О

49. Дадатна вызначаныя і адмоўна вызначаныя квад-

ратычныя формы. Даследуем патрэбныя нам квадра-

тычныя формы.
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Азначэнне 5.16. Рэчаісная квадратычная форма Ё(х)

называецца дадатна вызначанай (адмоўна вызначанай),

калі для кожнага ненулявога вектара х з прасторы Ё"

выконваецца ўмова І(х) 0 (Іх) «сО). Адпаведная мат-

рыца А квадратычнай формытаксама называецца дадат-

на вызначанай (адмоўна вызначанай).

Азначэнне 5.17. Рэчаісная квадратычная форма К(х)

называецца нёадмоўнай (недадатнай), калі для кожнага

вектара х з прасторы Е' выконваецца ўмова К(х)2»

са0 (І(х)а-0). Адпаведная матрыца А квадратычнай

формы называецца дадатна паўвызначанай (адмоўна

паўвызначанай). :

Мноства ўсіх дадатна вызначаных (адмоўна вызнача-

ных) формаў з'яўляецца падмноствам мноства ўсіх неад-

моўных (адпаведна, недадатных) формаў.

“Няхай Іх) -- неадмоўная квадратычная форма. Зной-

дзем базіс прасторы Ё”, у якім Ё(х) мае кананічны

выгляд:

Е(х)- х а:47.
іі

Усе каэфіцыентыа, абавязаны быць дадатнымі велічыня-

мі. Сапраўды, калі існуе а, «20, 0О«Стаг, то значэнне

Кх) для вектара х--(0; 0; ...; 0; 1; 0; ... 0) будзе адмоў-

і т-і
най велічынёй, што, згодна з азначэннем 5.17, не-

магчыма.
У выніку гэтыхразважанняў маем, што для неадмоў-

най квадратычнай формыдадатны індэкс р роўнырангу,

адмоўны індэкс ф роўны нулю.

Няхай цяпер к(х) ёсць дадатна вызначаная квадра-

тычная форма. Тады ё(х) -- неадмоўная форма, а таму

рэг. Больш таго, у гэтым выпадку рп. Сапраўды,

у выпадку г«сп значэнне К(х) для ненулявога вектара

х--(0; ...; 0; 1; 0; ..; 0) роўнае нулю, што супярэчыць
гарана

а г

вызначэнню 5.16.
З гэтых разважанняў вынікае ўласцівасць.

1. Квадратычная форма К(х) у прасторы Е" з'яўля-

ецца дадатна вызначанай формай, калі і толькі калі

яе ранг і сігнатура супадаюць з памернасцю прасто-

ры Е”. ;

Паколькі пры пераходзе ад аднаго базіса да другога

знак вызначніка матрыцы квадратычнай формыне змя”

няецца (ён супадае са знакам здабытку каэфіцыентаў
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кананічнага выгляду формы), то можна зрабіць наступ-

ную выспову. ,

9. Вызначнік матрыцы дадатна вызначанай квадра-

тычнай формы .

і, із 1

ёсць велічыня дадатная.

Наступная тэарэма з'яўляецца крытэрам дадатнай

вызначанасці квадратычнай формы. У літаратурыён мае

назву крытэра Сільвэстра”.

Тэарэма 5.17. Квадратычная формаІцх) ёсць дадатна

вызначаная форма, каліі толькі калі ў некаторым базісе

В прасторы Е" галоўныя міноры матрыцы А формы

І(х) ёсць дадатныя велічыні.

В Неабходнасць. Будзем лічыць, што форма

Кх) з'яўляецца дадатна вызначанай. Возьмем некаторы

базіс Ве- е), е», ..., е.] прасторы Е”" і абазначым праз Е”

лінейную абалонку Іце), е», ..., е.) “зл. Разгледзім

І(х) на вектарах х з ЕЁ':
: Ё

х)- 5 ааа.
фа

Форма К(х) на падпрасторы Е“ дадатна вызнача-

ная, паколькі яна з'яўляецца такой на ўсёй прас-

торы ВЕ". Значыць, на падставе ўласцівасці 2 вы-

значнік : : .

аз ар -.. бы.

Вызначнік А, ёсць галоўны мінор парадку / матры-
цы А. Неабходнасць даказана. . "

Дастатковасць. Няхай 4,0, 1ёп. Зыхо-
дзячыз базіса В, вызначым іншыбазіс В'--(ег,е», ..., е],
у якім форма /(х) мае кананічны выгляд. З гэтай мэтай
лічым

/

“ Сільвэстр Джэймс Джозэф (буІхезіег Іатез дозерій, 1814--

1897) -- англійскі матэматык. ;
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(4

бруе,
2.0. .

еў 2; рае] Т Рыё»

е,Раі З.рэб ч“ Ч-Ралёа

(5.56)

Для таго каб к(х) мела кананічны выгляд у базісе В”,

дастаткова, каб для кожнага к--2, п мелі месца роў-
насці:

еў,знак, іё, к-І,

дзе Юх, у) ёсць білінейная форма, адпаведная ё(х). На
падставе азначэнняў вектараў е; маем:

ег, е)руе: З рае» Г -.. Г Раёь е) Яруе, е.)-:0
: 15

Адсюль вынікае, што дастаткова, каб мелі месца роў-

насці

е, е2):;0, і,Е-І, 2-9,п. (5.57)

Цяпер вызначым каэфіцыенты Ру. Для спрашчэння вы-

значэння р. да ўмоваў (5.57) далучыць роўнасць іе), е:)35;
гв 1. Няхай Ё--1. Тады з умовы (Це. е)! атрымаем

руузг 1/а1]. Калі лічыць 422; 1, то рэе А/А;. Няхай мы.

ўжо вызначылі каэфіцыенты р, якія ўваходзяць у пер-

шыя 8-1 радкоў сістэмы(5.56). Тады для вызначэння

каэфіцыентаў р,» ўсі, , атрымліваем сістэму раў-

нанняў:

еі, е2)--0, Ке», е), ..., Ке, е0)--0, Ке», е.)-ві.

Яе каардынатная форма запісу мае выгляд

апры Таро Ь.. ЬбьРаь 0,

адры “аэра Т... Гары 0

е 9 аж а ёе жы т а а е е е а (5.58)

ы Іры Бай. рю... Б акі рые О,

аыры “агрэ “Т-. Сары ге І.

Вызначнік матрыцысістэмы А,» 0, а таму, згодна

з правілам Крамэра, сістэма мае адзіны развязак, які

вызначае патрэбныя нам каэфіцыенты.
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Пакажам, што матрыца пераходу Р з'яўляецца незвы-

роднай. Дзеля гэтага, згодна з правілам Крамэра, вылі-

чым для сістэмы (59.58)

 

8ц 81» з Фа 0

аг ах . .. бдь-і 9

1 Ва
Ры АХ аа аа з АХ

84,1; Йь-і12 -. бе-і8-1 0

Паколькі матрыца Р з'яўляецца трохвугольнай, то яе

вызначнік

А. А А. 1
Р- р аа В А... Па 0.
ІР рургг"'' Ра А, А; А, А, 

Матрыца Р” ёсць матрыца пераходу ад базіса В да В”,

таму яе слупкі з'яўляюцца каардынатамі вектараў еў,

і-2Т, п, у базісе В. Знойдзем каэфіцыенты матрыцы

квадратычнай формы ў базісе В”:

Ь Ь

аст ей, 0-5 рые» «[- 2 рые» 90)
іі Га

А. ая
А.” ЕІ, п. 

рые» еў)Рые

Значыць, у базісе В”

А; а“

А, п“
 

А А

Ца)рагаўР.

Паколькі ўсе А,» 0, ё--0, п, то Іх) з'яўляецца дадатна

азначанай квадратычнай формай. О :

Крытэр адмоўнай вызначанасці квадратычнай фор-

мы Хх) вынікае з тэарэмы5.17, калі яе скарыстаць да

формы -- /(х).
Тэарэма 5.18. Квадратычная форма к (х) ёсць адмоў-

сна вызначаная, калі і толькі калі ў некаторым базісе

В прасторы Е' галоўныя міноры матрыцы А формы

Іх) задавальняюць няроўнасці: А)0, А», 40, ...,

(--17д,0.
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59. Даследаванне раўнання паверхняў другога парад-

ку. Будзем разглядаць агульнае раўнанне паверхняў

другога парадку

зЗ З З

жУарах-р2Яаіх-К 4220, (5.59)
ве ры

дзе адзін з каэфіцыентаўа; няроўны нулю. Гэтае раўнан-

не звязвае каардынаты (хі; Хх» Хз) пункта прасторы

ў некаторай дэкартавай прамавугольнай сістэме каарды-

нат (О; і,і», із], дзе О ёсць пачатак сістэмы, (і),і» ыў --

ортаўнармаваныбазіс.
У б 44 мы разглядалі прыватныя выпадкі раўнання

(5.59) пры хі22Х, Хост, Хззг 2. Там жа мы адзначалі, што

для кожнага раўнання (5.59), калі яно вызначае па-

верхню, у прасторы А? можна знайсці дэкартаву прама-

вугольную сістэму каардынат (05 і, із, із), у якой раўнан-

не (5.59) супадае з адным з кананічных раўнанняў.

У гэтым пункце мы абгрунтуем такое сцверджанне.

Будзем разглядаць квадратычную форму А(х)з

З з

--» Хахіх, якая прысутнічае ў левай частцы раўнання

ыў
,

(5.59). На падставе тэарэмы 5.16 у прасторы Е? існуе

ортаўнармаваны базіс д. і, і] з уласных вектараў

матрыцы квадратычнай формы, такі, што

2 2 “ 2

Юх)-ма аям? нюм ,

дзе Лі, ХА» Аз ёсць уласныя значэнні матрыцы, а

з »

Хх Ўрахі
1

ёсць формулы пераўтварэння каардынат пры пераходзе

ад базіса ёі), і» із да (і, із, із). Паколькі базісыз'яўляюц

ца ортаўнармаванымі, то матрыца пераходу РА.)

з'яўляецца зртаганальнай. .

У сістэме каардынат (0;і, і» із) раўнанне (5.59) будзе

мець выгляд

: З

дамаўрара9Жабаз.  (5.60)
іі

Скарыстаем яшчэ перанос пачатку сістэмы каардынат

і разгледзім змяненні каэфіцыентаў раўнання (5.60) пры

пераносе пункта О у некаторы пункт ОЧауў в» аз) прасто-
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ры. Формулы пераўтварэння каардынат будуць мець

Выгляд
Вада, іеі, 9, 8,

“дзе (м?х; х?) ёсць каардынатыпункта ў сістэме (07; іі,

із, із). Падстаўляючыгэтыя формулы ў стасунак (5.60),

атрымаем раўнанне

ммг” 3:ЗАая лах?н

з

9Ў (ад, абухРа-ар-9. (561)
іі

Аналізуючы яго, прыходзім да наступнай уласцівасці.

І. Калі ў раўнанне (5.60) уваходзіць з ненулявым

каэфіцыентам квадрат адной з каардынат, то з дапамо-

гай пераноса пачатку сістэмы каардынат уздоўж адпа-

веднай восі можна зрабіць нулявым каэфіцыент пры

першай ступені гэтай каардынаты.

(2 Сапраўды, з роўнасці ау--а72-0 вынікае, што

пры М.з20 каардыната ц-- --а/ы.
Абазначым празг і б адпаведна ранг і модуль сігнату-

ры квадратычнай формы (х). Разгледзім розныя магчы-

масці для каэфіцыентаў раўнання (5.1).

12. Няхай г--З. Тады на падставеўласцівасці І пача-

так сістэмы каардынат можа быць перанесены ў такі

пункт, што раўнанне (5.61) набудзе выгляд

даа-ара?ара. (5.6)

- Аналізуючы яго, прыходзім да высновы, што раўнанне

(5.62) у выпадку, калі а07-г0, вызначае канічную па-

верхню, якая пры б--З выраджаецца ў пункт 0”(0; 0; 9).

Пры бз-1 (адзін з А; адрозніваецца знакам ад двух

іншых) раўнанне канічнай паверхні мае выгляд
з

2 з 2д? ха? да) 0

а Ф” с '

Гэта кананічнае раўнанне конуса другога парадку. У вы-
падку, калі а97520, раўнанне (5.62) мае выглядраў

А 2 1, 2 А. 2
гаў.Мў.Аза, (5.63)Паў Хі 2аў? ай? аб?

, Пры ўмове, што б228, гэтае раўнанне можа або не

з'яўляцца раўнаннем паверхні (знак аў? супадае са

. знакам 4), або мець кананічны выгляд
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2 2 2а” Ў а)
ВІ

а й” с
 

які вызначае эліпсоід.
Прыўмове, што 6-1 (знак аднаго з М, напрыклад Аз,

процілеглы знаку двух іншых4, Аг), раўнанне (5.63) на-
бывае выгляд

2 2 2
ха «ў? х

а ТИ “а
дзе знак «плюс» у правай частцы раўнання адпавядае
выпадку аднолькавых знакаў аў? і Аг, а знак «мінус» -
розным знакам аі? і 1.. Раўнанне (5.64) ёсць кананічнае
раўнанне аднаполасцевага або дзвюхполасцевага гіпер-

балоіда адпаведна.
99. Няхай цяпер гз-2. У раўнанні (5.61) адзін з каэфі-

цыентаў 4; роўны нулю. Увогуле можна лічыць, што
320. Тады на падставе ўласцівасці І раўнанне (561)

можна прывесці да выгляду

Зы, (5.64)

мбдаезарай. (565)
Аналізуючыяго, прыходзім да высновы, што пры а-0

у левай частцы раўнання (5.65) не прысутнічае зменная

Хх, а таму, згодна з тэарэмай 4.13, раўнанне (5.65) вызна-
чае цыліндрычную паверхню, утваральныя якой пара-

лельныя вектару із. У залежнасці ад значэнняў Л, А

раўнанне (5.65) таксама можа набываць выгляд кожнага

кананічнага раўнання цыліндраў другога парадку, пера-

лічаных у пункце 92” ў 4.4. Адзначым, што кананічнае

раўнанне пары перасякальных плоскасцяў таксама выні-

кае з раўнання (5.65).

Калі а7-20, то раўнанне (5.65) можна запісаць у вы-
глядзе

? ? 2 1 1раб «рацар? а-зацарааза )--9,
Гэта паказвае, што пераносам пачатку сістэмы каарды-

нат, згодна з формуламі х?--х, аю”, усе

АХ.а/9а9), апошняе раўнанне можа быць пададзе-
на ў выглядзе

АаамаВЎваў; (5.66)
Тут магчымыдва зыходы: 0-2 і б220. ,

Калі аз»? (А, Л» маюць аднолькавыя знакі), то,
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пераходзячы пры неабходнасці ад базіса й,і», і] да

(7, і», --і3; мы пераўтворым раўнанне (5.66) да выгляду

“
2

мз)

, а? ы”

які вызначае эліптычны парабалоід.

Калі вз-0 (А, 4, маюць розныя знакі), раўнанне

(5.66) зводзіцца да кананічнага раўнання гіпербалічнага

парабалоіда
з

зу зў ;Э Фо
а? ў. з

39. На дакончанне няхай гг 1. Базісныя вектары і,

і», і) упарадкуем такім чынам, каб раўнанне (5.60) мела

ВЫГЛЯД ,

2

аа? аб?аЗаўяў?ЗаўРаде.

Апошняе раўнанне на падставе ўласцівасці І можа

быць пераўтворана ў раўнанне

мухаўаарваб?-раўо. (5.67)

Калі ў раўнанні (5.67) каэфіцыенты афа-0, то

ў яго левай частцы прысутнічае толькі зменная х?, Таму

раўнанне (5.67) можа быць толькі кананічным раўнаннем

пары паралельных плоскасцяў.
У выпадку, калі хоць адзін з каэфіцыентаў аў), а?

няроўны нулю, пераходзім ад базіса 11, і», із] да базіса

(7,іў, і), згодна з формуламі пераўтварэння каардынат.

2). 43 2)... уЗ З З

Ха, рааўХр(аўх?- аўкаць,

дзе паа. У выніку раўнанне (5.67) будзе

мець выгляд

хрР9ар.

З дапамогай пераносу пачатку сістэмы каардынат, згод-

на з формуламі:

хх, прааўруЭ,а,
пераўтворым яго ў раўнанне

2 1
Ма? 2-0.
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Гэтае раўнанне зводзіцца да кананічнага раўнання пара-
балічнага цыліндра. :

Прыклад 5.2. Вызначыць тып паверхні другога парадку

А.24Эху--бхг4 9уг--9х- 6у-- 1020.

І» Разгледзім квадратычную форму раўнання паверхні

Б).Бхз-зЭхо.біла Эхоха.

Матрыца квадратычнай формы ў зыходнай сістэме каардынат мае
ВЫГЛЯД :

д

ы
(
л

1 З

1 І.

З 1

: :
Знойдзем развязкі характарыстычнага раўнання

1-4 1 З

1 5-4 1 10,

З 1 1--4А

або, тое сама, -

тб. (5.68)

Раскладваючы левую частку раўнання на множнікі, будзем мець

(834:8)- 702--4)-- (аз92-9418).

З гэтага выразу вынікае, што адзін развязак раўнання (5.68) ёсць

зк -.9, а іншыя развязкі квадратовага раўнання 12-91 18:90.

Вызначыўшыіх, атрымаем, што характарыстычнымізначэннямі матры-

цы А з'яўляюццалікі б, З і --2. Для кожнага з гэтых значэнняў зной-

дзем уласныя адзінкавыя вектары. .
Пры А--б сістэма (5.44) будзе мець выгляд

“Ба, а,З Заз ае,

аз--аў- вззед,

За, а»баз.

Развязкам сістэмы з'яўляюцца каардынаты адзінкавага вектар:

ц(1716; 2716; 1716).
Пры АЗ сістэма (544) мае выгляд

Заў. ваЗазеО,

аз-р2ас-: аз,

За, а,- 2аз220,

яе развязкам з'яўляюцца каардынаты адзінкавага вектара

і(143; -1/И3; 1/13).
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Нарэшце, пры 1.за --9 атрымаем сістэму

За аз-ў Заззе 0,

аз--Таг аз“е0,

Зад: вь--Заз“е0

і адзінкавы вектар ца(1782; 0; 2179).

Матрыца

БА
Мб з 2

р .Ё, -. ! 0

б
1 1 1

“6 УЗ у2

ёсць матрыца пераходу ад зыходнага базіса й, і» і] да базіса (іг, і»із),

у якім квадратычная форма Іх) мае кананічны выгляд

2

цкуваа-зх!Ўамі
Запішам адпаведныя гэтаму пераходу формулы пераўтварэння каар-

дынат:

2 1(1) (1)каа Хі АХ.

' е М 1а (1) І д»ха Хх АХ: а
З б 1 З 2 9, 3

Калі лічыць, што хсеху; узгхь 2зеха то ў сістэме (О;і, і» із]

раўнанне паверхні будзе мець выгляд

2 2 . -
баў? З? Сац18,А.8,«0.

уз У
Паколькі гэтае раўнанне задавальняе ўласцівасцьІ, то, здзяйсняючы

перанос пачатку сістэмы каардынат у пункт О(а]; 02; аз), дзе ва;25;0,

аззх З, вазе -- 2, атрымаем раўнанне паверхніў сістэме (05іі» із

гаў2
А? ў
72 "7 2179 і,

якое раўназначна капанічнаму раўнанню аднаполасцевага гіперба-

лоіда. Цэнтр сіметрыі гіпербалоіда знаходзіцца ў пункце О”, а восі

сіметрыі ёсць прамыя, якія праходзяць праз О' і маюць кіроўныя

вектарыі), і» і. «



6. ТЭОРЫЯ ЛІМІТАЎ. НЕПАРЫЎНАСЦЬ ФУНКЦЫЙ

Паняцце ліміта ёсць адно з самых важных паняццяў
матэматычнага аналізу. У гэтым раздзеле разглядаецца
спачатку лімітавы пераход, які грунтуецца на паняцці
лікавай паслядоўнасці, вывучаюцца розныя тыпыпасля-
доўнасцяў і іх уласцівасці. Потым азначаюцца ліміты
функцыі адной зменнай і падаецца паняцце непарыўна-
сці функцыі.

Значнае месца адводзіцца вывучэнню ўласцівасцяў
непарыўных функцый і доказу непарыўнасці так званых
элементарных функцый.

64. ЛІКАБЫЯ ПАСЛЯДОЎНАСЦІ

. Лікавыя паслядоўнасці і дзеянні з імі. Няхай
М. абазначае, як і раней, мноства натуральных лікаў,
а праз Х будзем абазначаць бясконцае мноства, эле-
ментамі якога з'яўляюцца рэчаісныя лікі.

Калі кожнаму пе М пастаўлены ў адпаведнасць
пэўны элемент х,сХ, то кажуць, што зададзена ліка-
вая паслядоўнасць, і пішуць:

Хі, Хэ, ..., Хь, .... (6.1)

Лікі х,, пе М, называюцца элементамі ці значэннямі
паслядоўнасці. Карацей лікавую паслядоўнасць (6.1) за-
пісваюць у выглядзе (х,) або (х.)-.;, а выраз х, назы-
ваюць агульным элементам паслядоўнасці.

У сярэдняй школе мы сустракаліся з бясконцай
геаметрычнай прагрэсіяй (4'), Ід[«с1, якая, вядома,
з'яўляецца лікавай паслядоўнасцю І, 4, ..., 4” ;
У якасці іншых простых прыкладаў пададзім лікавыя
паслядоўнасці: ,

(9): Р, 9”, ..., й.

9: ра 1 (6.2)
: , 5 с, т аа
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У некаторых выпадках паслядоўнасць (х.) задаёцца

з дапамогай рэкурэнтнай формулы, напрыкладхізз Уа,

ха МаХа, під, пеМ.

Азначым арыфметычныя дзеянні з лікавымі пасля-

доўнасцямі. Сумай лікавых паслядоўнасцяў (ха) і (У)

называецца лікавая паслядоўнасць (х,З-у,) а розні-

цай -- паслядоўнасцьз агульным элементамХ, -- ўз Зда-

быткам і дзеллю лікавых паслядоўнасцяў (х.) і (И.)

называюць адпаведна паслядоўнасці:

ху», Хоў»..-, Хаўт

Хі Ха Хх.

и Ма,

пры азначэнні дзелі паслядоўнасцяў лічым, што эле-

“менты паслядоўнасці (у) адрозніваюцца ад нуля.

Азначэнне 6.1. Лікавая паслядоўнасць (х,) называец-

ца абмежаванай зверху (знізу), калі існуе такі лік М.

(М.), што выконваецца няроўнасць

хіМ, (х,2е М.) “пек,

і называецца абмежаванай, калі існуе такі лік М, што

выконваецца няроўнасць

ІхІМ ЧпекК.

Відавочна, што абмежаваная зверху і знізу пасля-

доўнасць з'яўляецца абмежаванай. '

Вяртаючыся да прыкладаў, запісаных пад нумарам

(6.2), заўважым, што першая паслядоўнасць не з'яўляец-

ца абмежаванай, а другая -- абмежаваная: у якасці

М можна ўзяць МІ.

Калі мець на ўвазе ілюстрацыю лікавай паслядоўна-

сці на лікавай прамой, то патрэбна заўважыць, што

элементы абмежаванай паслядоўнасці будуць знаходзіц-

ца на адрэзку [-- М, М]. Элементы (х,) неабмежаванай

лікавай паслядоўнасці не могуць змясціцца ні ў якім

адрэзку.
Калі з лікавай паслядоўнасці (6.1) выключыць не-

калькі элементаў, то атрымаецца нейкая новая пасля-

доўнасць. Мыбудзем асабліва вылучаць лікавую пасля-

доўнасць

Хады Хад» “з Хад“з пе К,

называючыяе п-й астачай паслядоўнасці (6.1). Зразуме-

ла, што неабходнайі дастатковай умовай абмежаванасці

286



паслядоўнасці (6.1) з'яўляецца абмежаванасць яе астачы
пры некаторым й, ле М.

2”. Бясконца малыя паслядоўнасціі іх уласцівасці.
Сярод лікавых паслядоўнасцяў вылучаюць на пачатку
паслядоўнасці(х.), значэнні х, якіх для вялікіх нумароў
п даволі малыя.

Азначэнне 6.2. Лікавая паслядоўнасць(«.) называец-
ца бясконца малой паслядоўнасцю (БМП), калі для
кожнага дадатнага ліку е існуе рэчаісны лік В--К(г),
такі, што пры ўсіх пс» К(е) выконваецца няроўнасць

[а «ге. (6.3)
Заўвага б.І. Унясем фармальную змену ў азначэнне 6.2, не

мяняючы яго сутнасці. Будзем казаць, што паслядоўнасць (а) ёсць
БМП, калі Ме» 0 ЗК--К(г), што Уп К(е;)

[аІ «г Меі, (6.4)

дзе М--сталы дадатны лік, які не залежыць ад е; і п. Калі ўзяць
візе в/М і КЗ К(е/М), то з няроўнасці(6.4) вынікае судачыненне (6.3).

Разгледзім цяпер уласцівасці бясконца малых пасля-
доўнасцяў.

1. Бясконца малая паслядоўнасць (а.) ёсць абмежа-
ваная паслядоўнасць.
С Сапраўды, пры е-- І для ўсіх й, пс» К(1), на падставе

азначэння 6.2 будзем мець [а,/ 21; гэта азначае, што
п-я астача абмежаваная. Паколькі мноства, утворанае
канечнай колькасцю элементаў

Й, а, ..., а; пас КІ),

ёсць абавязкова абмежаванае, то і ўся паслядоўнасць
ёсць абмежаваная, інакш кажучы, з абмежаванасці
астачы паслядоўнасці вынікае абмежаванасць самой
паслядоўнасці. Ў “

2. Сума канечнай колькасці бясконца малых пасля-
доўнасцяў ёсць БМП.
С Дастаткова даказаць уласцівасць для сумы двух

БМП. Няхай(а.) і (В.) ёсць БМП.У такім разе, згодна
з азначэннем б.2, для кожнага е2»0 існуюцьтакія лікі
К(е) і Ке), што для ўсіх пс» К(е) выконваецца няроў-
насць [а.[ «се і для ўсіх пс» Хе) маем [8.] «се.

Абазначым праз К Хе) большы з двух лікаў Ху(е)
і Ке);

К.(е)-- тах (К (е), Ее).

Тады пры пс» К.(е) будзем мець няроўнасці.
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ТаВаТа [В] «се,

якія, згодна з заўвагай 6.1, азначаюць, што паслядоў-

насць (с, В.) ёсць БМП. д , ,

3. Здабытак БМЛ і абмежаванай паслядоўнасці

ёсць БМП. , , ,

[1 На самай справе,калі (а,) ёсць БМП і (В.) абмежа-

ваная паслядоўнасць, то, згодназ азначэннямі б.І і 6.2,

для кожнага ес»0 існуе такі лік К(в), што для ўсіх

пс» Ё(е) справядліва Іа] «се, і прыўсіх пе М выконваец-

ца няроўнасць 16,]«сМ. Пасля множання гэтых няроў-

насцяў атрымаем няроўнасць

ІаісМе Уп К(е),

якая з улікам заўвагі б.І азначае, што (а,Б.) ёсць

БМП. Еі
Заўважым, што з уласцівасцяў 2 і З адразу вынікае

сцверджанне: алгебраічная сума канечнай колькасці бяс-

конца малых паслядоўнасцяў ёсць БМП.

4. Здабытак некалькіх БМП ёсць БМП.

Ю Уласцівасць вынікае, відавочна, з уласцівасцяў

1і 3. Юі
5. Калі БМП мае сталае значэнне с, то а 220.

ОЮ Сапраўды, для кожнага дадатнага ліку е будзем

мець няроўнасць [Іа] «ге. Калі дапусціць адваротнае

а »Е0, то пры ез 1а]/2 атрымаем [а[ «г ]а]/2, што немаг-

чыма. 0

62. піМіТ ПАСЛЯДОЎНАСЦІ

12. Збежныя лікавыя паслядоўнасці. Сфармулюем

асноўнае азначэнне. “

Азначэнне 6.3. Лік а называецца лімітам лікавай

паслядоўнасці (а,), калі паслядоўнасць (а)(а, --а) ёсць

бясконца малая. Сама паслядоўнасць (а,) называецца

ў такім разе збежнай.

Для абазначэння ліміта ўжываецца запіс а іта»,
п-о

які чытаецца так: «а ёсць ліміт а/, калі п імкнецца да

бясконцасці». Карыстаюцца таксама запісам а, -”э а,
п- бо

які чытаюць: «а, імкнецца да а, калі п імкнецца да

бясконцасці».

Самым простым прыкладам збежнай паслядоўнасці

з'яўляецца БМП. Яе ліміт на падставе азначэння б.З роў-

ны нулю, інакш тое сама выражаецца запісам Ііта,д.
п-еоо
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Акрамя азначэння 6.3, мы будзем карыстацца так-
сама іншым, больш канструктыўным, азначэннем ліміту,
якое атрымліваецца пасля ўліку азначэння БМП і заў-
вагі 6.1.

Азначэнне. 6.4. Лік а называецца лімітам лікавай
паслядоўнасці (а,), калі для кожнага дадатнага ліку
е існуе такі рэчаісны лік Кз-К(е) што пры ўсіх
пс» К(е) выконваецца няроўнасць

[а,--а[ «с Ме, (6.5)
дзе лік М не залежыць ад п і е.

Няроўнасць (6.5) азначае, што для пс» К(е) праўдзіц-
ца судачыненне

а-Ме« а,«аМе,

інакш кажучы, пры даволі вялікіх п усе элементы п-й
астачы збежнай паслядоўнасці знаходзяцца ў (Ме)-акру-
зе свайго ліміту. Відавочна, што тым нумарам й, для
якога элементыа, 1, 8»... аць... Раг М, знаходзяцца
ў інтэрвале (8-- Ме, а-- Ме), з'яўляецца натуральнылік
(е) [К(г)]. Заўважым таксама, што азначэнні б.З і 6.4
раўназначныя.

З дапамогай азначэння б.4 абгрунтоўваюцца ліміты
для найбольш простых паслядоўнасцяў.

Напрыклад, праверым, што

2.іт дп'--п4-І
ра

п-ююо: Пп

Маем відавочныя няроўнасці:

ане

п” п

-ЗаЧ-1

г.п
 

9п--п-1 Со]

тп   

Значыць, пры пЗае) будзем мець патрэбную е-няроўнасць выгля-
е

ду (6.5).

. Уласцівасці збежных паслядоўнасцяў. Выкананне

лінітавыя пераходаў у паслядоўнасцях грунтуецца на
наступных уласцівасцях.

І. Збежная паслядоўнасць мае толькі адзін ліміт.

ОЮ Сапраўды, калі а,- аза, і а,--бзьВ, то пасля
адымання будзем мець роўнасць Ь--а--а,--В, дзе пра-
вая частка ёсць элемент БМП,а левая частка мае сталае

значэнне б--а. Тады на падставе ўласцівасці 5 для БМП

10 В. Русак і інш. 989



прыходзім да высновы, што ф--аз2д ці, тое сама,

зб. Еі ,

9. Збежная паслядоўнасць ёсць абмежаваная пасля-

доўнасць.
,

2 Досыць заўважыць, што на аснове азначэння 6.3

ІаІаІаІва,

і скарыстаць уласцівасць 1 для БМП. (І

Заўвага 6.2. Наадварот, абмежаваная паслядоўнасць неабавязкова

павінна быць збежнай. Напрыклад, паслядоўнасць (а/)-г((- 177)

ёсць абмежаваная, але яна не з'яўляецца збежнай. Сапраўды, у выпад-

ку існавання такога ліку а, што Ііт а,25а, абедзве паслядоўнасці(а,-

л-оо
“

га) і (ал1-4) павінны быць бясконца малымі паслядоўнасцямі,

згодна з азначэннем б.3. У такім разе на падставе ўласцівасці 2 для

БМП вынікае, што і розніца

' (ал--аў-Ца,уа)(а-а-а)

ёсць БМП, але апошняе немагчыма, паколькі пры адвольнымп, пеМ,

Іаь-- вада!ау122.

3. Ліміт сумы (розніцы) збежных паслядоўнасцяў

роўны суме (розніцы) іх лімітаў: '

Ііт (а, -- Б.) зе Іта,1іпб..
п-о л зо

(О Калі Ііта,а, 1іт 0,0, то, зыходзячы з азна-

л зоа п-з-оо

чэння 6.3, маем: а,-- аза), 0,--багВь дзе (а) і (В.) ёсць

БМП. Пасля складання атрымліваем

аБы-(атуаВ. (6.6)

Паслядоўнасць (а, -Е В.) ёсць БМП на падставе ўла-

сцівасці 2 для бясконца малых паслядоўнасцяў і, зна-

чыць, роўнасць (6.6) раўназначная таму, што

іт(ал)а-а Іта,- Іт б. С
п -зоо

п оо п -о

4. Здабытак збежных паслядоўнасцяў ёсць збежная

паслядоўнасць, і ліміт здабытку роўны здабытку лімітаў:

іт (аль) Ііта іт ь.).

(С На самай справе, калі Ііта,-за, Ііт Б, 2-6, то зноў
з» ба п но

можна запісаць: а, а-а», 6,22:83- В», дзе (а,) і (В.) ёсць

бясконца малыя паслядоўнасці. Адпаведна атрымаем
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лба зс аб Г (аВ,-С ба, -Ьв.В.). (6.7)
Паводле ўласцівасцяў 2, З і 4 для БМП паслядоўнасць
(ав, ба,-Ба,В,) ёсць БМП, а роўнасць (6.7), згодна
з азначэннем 6.3, прыводзіць да неабходнай роўнасці.

5. Прыдзяленні дзвюх збежных паслядоўнасцяў (а,) і
(5.), дзе 1тб,50, атрымліваецца збежная паслядоў-

насць, прычым

 

іт а,
Ііт ал п-зоо ,

п-о б. Іт ё,
по

О Па-першае, заўважым, што калі 1іт6,::6560, то
п-а

з дапамогай азначэння б.4 атрымліваем, што, пачынаючы

з некаторага л, выконваецца няроўнасць

[5,--Ы «г [51/9,

адкуль вынікае адразу [6,1 2» 161/2. З улікам апошняй
няроўнасці будзем мець:

1 1 1-5 2216-ь,
[а-а р (5.8)

16-51). ;
Паслядоўнасць РБе) ёсць БМП,і з судачынення

(6.8) атрымліваем:

іаТАБ,5 Пт Б
по

 

п -з-оо

Дзель паслядоўнасцяў (а,) і (Ь.) заменім далей зда-

быткам паслядоўнасцяў (а,) і (1/6;) і скарыстаем папя-

рэднюю ўласцівасць:
Іт а,
 

а, : 1 ; ; 1 п кое
[іт -22 Піта з) гг Літ а, Ііт --22-, .
п-о Ь, п-оо " п п- оо Й амба ё, іт.Ва

6. Калі для элементаў збежных паслядоўнасцяў (а,)

і (5.) выконваецца няроўнасць аг“, “пе К, то адпа-

ведная няроўнасць праўдзіцца і для адпаведныхлімітаў:

І іт а, «с Іт б.
л -са л -оо

Ю Няхай Ііта,-а, Іт.і а,«сб, для ўсіхпе М.
п-о п-ксо

Патрэбна даказаць, што а«-б. Дапусцім процілеглае,
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штоаз» б, і возьмем в «с(а--5)/2. Тады на аснове патра-

бавання (6.5) пры МІ і пс» К(е) будзем мець:

а-гвасасаф е, 6--в« бабе. (6.9)

Відавочна, што пры ўмове в«с(а--6)/2 праўдзіцца ня-

роўнасць б-р е«а-е, якая разам з няроўнасцямі

(6.9) прыводзіць да высновы: Б.хса, для вялікіх п, што

супярэчыць умове аь, пем. В о. ,

Заўважым, што, пераходзячы да лімітаў у строгай

няроўнасці, патрэбна пісаць нястрогую няроўнасць. На-

прыклад, для кожнага п229, пе М, выконваецца строгая

няроўнасць

11-43,
п п

але пасля пераходу да лімітаў у гэтай няроўнасці атры-

маем 151.
7. Сфармулюем наступную лему.

Лема 6.І (пра сціснутую паслядоўнасць). Калі

Ііта,-а, 1ітб,54 і выконваюцца няроўнасці:

п-коо п -зкоо

ась, УпеМ, (6.10)

топаслядоўнасць(с.) будзе таксама збежнай і Іт с/зга.
л-с

Ю На падставе азначэння 6.4 пры вялікіх п маем

няроўнасці:
4-ва,асе, а--в«Бі«а-е,

якія з улікам стасунка (б.10) можна запісаць у выглядзе

а--еааасаіы«а-е.

Такім чынам, с,е(ё-е, 4--е) пры п» К(е), і, зна-

чыць, 1ітс,224. [
п зо

39. Бясконца вялікія паслядоўнасці. У гэтым пункце

разглядаюцца паслядоўнасці, значэнні якіх пры вялікіх

п даволі вялікія па модулі.

Азначэнне 6.5. Лікавая паслядоўнасць (а,) называец-

ца бясконца вялікай паслядоўнасцю (БВП), калі для

кожнага ЕсьО існуе такі рэчаісны лік КА -К(Е), што

пры ўсіх пс» К(Е) выконваецца няроўнасць

Іа Е. (6.1)

Гэта запісваюць так: Ііта,: ое.
п-о

Калі ва ўмовах азначэння 6.5 элементы БВП захоў-

292



ваюць дадатны (адмоўны) знак, пачынаючыз некаторага
п, то кажуць, што БВП мае ў якасці свайго ліміту дадат-
ную (адмоўную) бясконцасць:

Іта, со ( т а,-- со ).
п-о п-о

Заўважым, што БВП не можа быць абмежаванай,
паколькі ўмова (б.11) азначае, што за межамі адрэзка
[--Ё, Е] знаходзіцца бясконца многа элементаў пасля-
доўнасці. Аднак неабмежаваная паслядоўнасць не заўсё-
ды з'яўляецца БВП. 0

Напрыклад, паслядоўнасць

ь 1,2, І » П, 4, нз

4 п

ёсць неабмежаваная, але не БВП.

Разгледзім цяпер уласцівасці, якія высвятляюць су-
вязь паміж бясконца вялікімі і бясконца малымі пасля-
доўнасцямі.

І. Калі паслядоўнасць (а,) ёсць БВП, то, пачынаючы
з некаторага п, вызначана паслядоўнасць (1/а,), якая
ёсць БМП.

С) Сапраўды, з азначэння б.5 вынікае, што прывялі-
кіх л БВП не можа мець значэнняў, роўных нулю, таму

вызначана паслядоўнасць І/а,. Для кожнага дадатнага

ліку БЕ вызначым г--1/Е. Тады з няроўнасці [а,і Ё
вынікае, што 1/[а,] ге, пачынаючыз некаторага л. На
падставе азначэння 6.2 прыходзім да высновы, што І/а,

ёсць БМП. (і
9. Калі ўсе элементы БМП (а) не супадаюцьз нулём,

то паслядоўнасць 1/а, ёсць БВП.
Даказваецца сцверджанне падобна доказу папярэд-

няй уласцівасці. .

Заўвага 6.3. У дачыненні да дзвюх збежных паслядоўнасцяў,

якія маюць пэўныяліміты, мы даказалі ўласцівасць З пратое, што ліміт

сумы паслядоўнасцяў роўны суме лімітаў. Сцверджанне «Сума дзвюх

БВП ёсць БВ» увогуле няправільнае, калі разглядаюцца БВП розных

знакаў. Бывае па-рознаму: сума дзвюх БВП розных знакаў можа быць

БВПІ; можа мець пэўныліміт; можа не мець ніякага, нават бясконцага

ліміту. У гэтай сувязі кажуць, што маем нявызначанасць тыпу се -- оо,

якую патрэбна раскрываць.
оо

Маецца таксама нявызначанасць тыпу ---, якая сустракаецца пры

1 оо

знаходжанні ліміта дзелі двух БВП. У сваю чаргу пры знаходжанні.

лімітаў дзелі двух БМП і здабытку БМП і БВП сустракаюцца нявызна-
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0. ; . ; ,

чанасці тыпу “у 1 0- со, якія патрэбна даследаваць з улікам знакаў

элементаў БМП і БВП.

6.3. МАНАТОННЫЯ ПАСЛЯДОЎНАСЦІ

1 ПРЫКМЕТЫ ЗБЕЖНАСЦІ

Іг. Манатонная паслядоўнасць і яе ліміт. Задача

знаходжанняліміту лікавай паслядоўнасці развязваецца

па-свойму ў кожным канкрэтным выпадку: Калі знайсці

ліміт дакладна не ўдаецца, узнікае пытанне пра існа-

ванне ліміту. Зараз мы ўпэўнімся, што абмежаваныя

манатонныя паслядоўнасці заўсёды маюць ліміты.

Лікавая паслядоўнасць (а,) называецца нарастальнай

(спадальнай), калі выконваецца няроўнасць

асац (аба) “пе КМ. (6.12)

Калі замест судачынення(б.12) праўдзіцца нястрогая

няроўнасць

а,ца (а, а,41) ле М, (6.13)

то паслядоўнасць называецца неспадальнай (ненарас-

тальнай).
Нарастальная і спадальная, ненарастальная і неспа-

дальная паслядоўнасці аб'ядноўваюцца адной назвай --

манатонныя паслядоўнасці.

Тэарэма 6.1 (пра ліміт манатоннай паслядоўнасці).

Кожная абмежаваная манатонная паслядоўнасць ёсць

збежная паслядоўнасць.

Г] Няхай для пэўнасці (а,) ёсць неспадальная абме-

жаваная паслядоўнасць, г. Зн.

аза...ааадцх--- ІаІМ УпеМ. (6.14)

Мноства значэнняў паслядоўнасці(а,) ёсць абмежа-

ванае зверху і па тэарэме 1.І існуе дакладная верхняя

мяжа М', такая, што

аМ” УпеМК. (6.15)

З другога боку, для кожнага гс» 0 знойдзецца элемент

а, які праўдзіць няроўнасць

а,» М“-е. (6.16)

На падставе неспадальнасці паслядоўнасці (6.14) і

ўмовы (6.16) прыходзім да высновы, што

а,ь М”-еве Чпап.
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Разам з умовай (б.15) апошняя няроўнасць аб'ядноўваец-
ца ў двайную няроўнасць

МевааМ” Ўпсьт. (6.17)

З уласцівасці (б.17) паводле азначэння б.4 вынікае,
што існуе ліміт паслядоўнасці (а,), прычым Іта,Ме.

п-з-оо ,

Такім самым спосабам ажыццяўляецца доказ і для

іншых манатонных паслядоўнасцяў. [1

З няроўнасцяў (6.12) і (б.13) зразумела, што нарас-

тальная паслядоўнасць з'яўляецца неспадальнай, а спа-

дальная паслядоўнасць -- ненарастальнай. У дачыненні

да тэарэмы 6.1 на самай справе і патрэбна адрозніваць

толькі два выпадкі манатонных паслядоўнасцяў -- не-

спадальныя і ненарастальныя.
Акрамя таго, заўважым, што манатонныя паслядоў-

насці ёсць абмежаваныя зверху ці знізу, дакладней:

сваімі першымі элементамі неспадальная паслядоўнасць

абмежаваная знізу, а ненарастальная -- зверху. Цяпер

зразумела, што неспадальная паслядоўнасць будзе абме-

жаванай, калі яна абмежаваная зверху, а ненарасталь-

ная паслядоўнасць будзе абмежаванай, калі яна абме-

жаваная знізу.
З пададзеных разважанняў вынікае, што тэарэма

6.1 можа быць сфармуляваная ў наступным выглядзе:

калі неспадальная (ненарастальная) паслядоўнасць аб-

межаваная зверху (знізу), то яна збежная.

99. Лік е. Разгледзім спецыяльную паслядоўнасць

з агульным элементам

з (1439

З дапамогай формулы бінома Ньютона атрымаем:

аа-на-9[і -3]-; [1 ЫЫ

еаар0-970-53; (6.19)

У гэтым запісе для агульнага элемента а; усе склад-

нікі, акрамя першых двух, нарастаюць і дадаецца адзін

новы дадатныскладнік. Значыць, прыўсіх пе М выкон-

ваецца а, «24,1, і паслядоўнасць (а,) ёсць нарастальная.

Акрамя таго, замяняючы ў формуле (6.19) усе множнікі,

якія размешчаныя ў дужках, адзінкамі, знойдзем з улі-

“кам формулы сумы геаметрычнай прагрэсіі:

п (6.18)

 

295



ааа

1 Г17нэа5- (5 ]-гз.

Па тэарэме б.1 існуе пэўны ліміт паслядоўнасці(6.18),

які называюць лікам е, інакш

0 117іт [14-23 Зе. (6.90)
д-з. 90

Лік е вядомы як аснова натуральных лагарыфмаў.

З пададзеных вышэй выкладак зразумела, што де«З.

Можна даказаць, што лік е ёсць лік ірацыянальны:

г:97182.., яго дзесятковы лагарыфм 1ве--0.4343...

32. Падпаслядоўнасціі іх уласцівасці. Няхай (а,) ёсць

нейкая лікавая паслядоўнасць. Разгледзім адвольную

нарастальную паслядоўнасць натуральных лікаў Еі, Ё»....,

Ё., ... і запішам адпаведныя элементыз паслядоўнасці(а,):

(а): а,а, (6.21)

Паслядоўнасць (6.21) называецца падпаслядоўнасцю

ў дачыненні да першапачатковай паслядоўнасці (а,).

Тэарэма 6.2. З кожнай паслядоўнасці можна вылу-

чыць манатонную падпаслядоўнасць.

ОЮ Для лікавай паслядоўнасці могуць сустрэцца два

выпадкі: або сама паслядоўнасць (а/);-.; і ўсе яе астачы

(аз.те М, маюць самы меншыэлемент, або нейкая

астача (і ўсе наступныя) не мае самага меншага эле-

мента.
Няхай выконваецца першы выпадак альтэрнатывы.

Выберам адзін з самых меншых элементаў паслядоўнасці

і абазначым яго а,. У якасці а,, возьмем адзін з самых

меншых элементаў рэшткавай паслядоўнасці, якая раз-

мешчана за а,, пг22"]. Далей бярэцца адзін з самых

меншых элементаў, размешчаныхзаа... Відавочна, што

такім чынам мы атрымаем падпаслядоўнасць (а,.), та-

кую, што

аза,а,а-а,а. .

У другім выпадку альтэрнатывы мы будзем мець

астачу

а, азі» -» бат (6.22)
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без самага меншага элемента. У якасці а, возьмем а).
1

Паколькі ў паслядоўнасці (6.22) няма самага меншага
элемента,то, параўноўваючынаступныя элементыз а,2»

зза, мы знойдзем а,«“а,. Потым возьмем астачу, якая

пачынаецца з элемента а,і, параўноўваючы наступныя

элементыз а,), знойдзем а,«Са,. На гэтым шляху мы

і атрымаем падпаслядоўнасць (а,), такую, што

аа,ра,?... 2882... а а

Тэарэма б.З (Бальцана“--Ваерштраса””). З кожнай
абмежаванай паслядоўнасці можна вылучыць збежную
падпаслядоўнасць. , '
О На аснове тэарэмыб.2 з паслядоўнасці (а,) можна

вылучыць манатонную падпаслядоўнасць, якая будзе
абмежаванай, згодна з умовай тэарэмы, і, значыць,

збежнай на падставе тэарэмы6.1.
4”. Фундаментальныя паслядоўнасці. Сфармулюем

Азначэнне 6.6. Лікавая паслядоўнасць (а,) называец-

ца фундаментальнай паводле Кашы, калі для кожнага

дадатнага ліку е існуе рэчаісны лік К--К(е), такі, што

пры пс» К(е) і т» К(е) выконваецца няроўнасць

Іа,- гасе. ' (6.23)

Калі (а/)- збежная паслядоўнасць і Ііта,--а, то
п-» оо

паводле ўмовы (6.5) пры даволі вялікіх п элементыа,

належаць дастаткова малой акрузе пункта а. Адсюль

вынікае, што названыя элементы мала адрозніваюцца

адзін ад другога, і на гэтай падставе ўдаецца атрымаць

крытэр збежнасці. ,

Тэарэма 6.4 (Кашы). Паслядоўнасць (а,) ёсць збеж-

ная, калі і толькі калі яна фундаментальная паводле

Кашы.

СО Неабходнасць. Калі паслядоўнасць збежная

і Ііта,а, то для кожнага дадатнага е існуе” лік
я-з оо

К- ВК(е), такі, што пры т, пс» К(е)

“ Бальцана Бэрнард (Воігапо Вегпагіё, (781--1848)-- чэшскі ма-

тэматык і філосаф.
“5 Ваерштрас Карл Тэадор Вільгельм (Меіегзіга8 Каг! Тйеодог

ЖПБеіт, 1815--1897) - нямецкі матэматык.
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Іа, -- а «се/2,

[а-а] «с е/2.
Тады

Іа,--ааааГааі е.

Гэта і азначае, што выканана ўмова (6.23) фундаменталь-

насці.

Дастатковасць. Зараз мы павінны адштурхоў-

вацца ад умовы фундаментальнасці (6.23). Перш за ўсё

заўважым, што фундаментальная паслядоўнасць ёсць

абмежаваная паслядоўнасць. Сапраўды, няхай ва ўмове

(6.23) т ёсць фіксаваны нумар, ть К(е) і пт--р, дзе

р -- адвольны натуральны лік. Тады

ав«ацур Вь Бе, ра КМ. (6.24)

Няроўнасці (6.24) азначаюць, што паслядоўнасць(а,)

мае абмежаваную астачу а,, аг-ь -- Ап-і».-» ЗНачЫЦь,

і сама паслядоўнасць(а,) будзе абмежаванай. Па тэарэ-

ме 6.3 з паслядоўнасці (а,/) можна вылучыць збежную

падпаслядоўнасць (а/)ь , такую, што іта, зза. Калі
“ р--оо

п,» Ё(е), то на падставе няроўнасці (6.23) маем

[ал-- а, «се, п» К(е).

Выконваючы ў апошняй няроўнасці лімітавы пераход

пры 8-э оо, атрымаем

[а,-- а] с в« е,

інакш кажучы, Ііта,:-а, згодна з азначэннем 64. 2
п-з о

6.4. ЛІМІТ ФУНКЦЫІ

12. Паняцце функцыі. Пры вывучэнні з'яваў прыроды

і ў сваёй жыццёвай практыцы людзі сустракаюцца

з мноствам розных фізічных велічыняў: час, даўжыня,

хуткасць, аб'ём, сіла, вага і іншыя. Гэтыя велічыні

могуць прымаць розныя значэнні або толькі адно фікса-

ванае значэнне. У першым выпадку мы маем зменную

велічыню, а ў другім выпадку - сталую. Прадметам

даследавання ў матэматычным аналізе з'яўляецца не

змяненне адной велічыні, а судачыненні дзвюх ці некаль-

кіх зменных, іншымі словамі, законы, якія выражаюць

адны зменныя велічыні праз іншыя.

Напрыклад, плошча круга 5 знаходзіцца па вядомым радыусе

г з дапамогай формулы
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5-й, (6.25)

У выпадку, калі прадмет знаходзіцца ў свабодным вертыкальным
падзенні, пройдзены шлях й выражаецца роўнасцю

пэгав/9, (6.26)

дзе п--981м/с” ёсць паскарэнне свабоднага падзення; Ё--чае па-

дзення.
Відавочна, што з дапамогай формул (6.25) і (96.26) пэўным зна-

чэнням г і І ставяцца ў адпаведнасць пэўныя значэнні зменных 5 і й.

Калі кожнаму элементу х з некаторага мноства

Х паводле правіла / пастаўленыў адпаведнасць пэўны

элемент у з мноства У, то кажуць, што зададзена функ-

цыя Т].

Для запісу функцыі скарыстоўваюць роўнасць

ўсеах), што чытаецца: у ёсць функцыя ад х. Ужываецца

таксама запіс Х-.У.

Ва ўмовах пададзенага азначэння функцыі ўза ж)

зменная х называецца незалежнай зменнай ці аргу-

ментам, а зменная у -- залежнай зменнай ці значэннем

функцыі; мноства Х называюць абсягам існавання ці

абсягам вызначэння функцыі у--[(х); мноства ўсіх зна-

чэнняў у, усе У, функцыі ўзеДх), хсеХ, называецца

абсягам значэнняў функцыі, які будзем абазначаць К).

З азначэння вынікае, што /(Х)ё У. Значэнне ў, якое

адпавядае пэўнаму аргументу х пры функцыйнай за-

лежнасці/, называецца яшчэ вобразам зменнай х. Іншы-

мі словамі, з дапамогай функцыі / мноства значэнняў

незалежнай зменнай х пераўтвараецца, ці адлюстроў-

ваецца, у мноства У.
Для многіх так званых элементарных функцый, якія

сустракаліся ў сярэдняй школе, абсяг існавання і абсяг

значэнняў з'яўляюцца прамежкамі лікавай прамой ці

мноствам усіх рэчаісных лікаў.

Для ілюстрацыі функцыйнай залежнасці паміж ліка-

вымі зменнымі велічынямі возьмем на плоскасці прама-

вугольную сістэму каардынат Оху. Разгледзім пару ад-

паведных значэнняў х і ў, дзе хеХс Ох, це Ус Оу,

ўза (х). Відарысам гэтай парына плоскасці хОў будзе

пункт Р (х; /(х)). Сукупнасць усіх такіх пунктаў, якія

атрымліваюцца пры змяненні х у межах свайго мноства

Х, утварае графік функцыі (рыс. 6.1).

Калі мноства Х сіметрычнае ў дачыненні да пункта

хз-О і функцыя усе Дх) задавальняе ўмову ДД),

то яе называюць цотнай. Графік такой функцыі будзе
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Аа; наў

 

Хх

Рыс. 6.І

сіметрычныў дачыненніда восі Оу. Калі ж выконваецца

ўмова Д-- х)-2 -- Дх), то функцыю называюць няцотнай,

і яе графік будзе мець пункт О(0;0) цэнтрам сіметрыі.

Звычайна адпаведнасць паміж незалежнай зменнай

і залежнай зменнай выражаецца з дапамогай канкрэт-

най формулы, гэты спосаб задання функцыі называецца

аналітычным. Патрэбна браць пад увагу тое, што на

розных падмноствах змянення аргумента функцыя можа

вызначацца рознымі формуламі.
Ыы

Напрыклад, функцыя

І рай калі хх-О,

8 1, калі хо,

зададзена аналітычным спосабам для ўсіх рэчаісных лікаў (рыс. 6.2).

 

8 Хх

Рыс. 6.2

Часта сустракаецца і так званы таблічны спосаб

задання функцыі, У гэтым выпадку задаецца табліца

значэнняў функцыі, якія адпавядаюць пэўным значэнням

аргумента.
іншы раз ёсць неабходнасць задаваць функцыйную

залежнасць паміж зменнымі непасрэдна графікам, на-
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прыклад з дапамогай асцылографа ці персанальнага
камп'ютара.

Функцыя ўДх) называецца абмежаванай на мност-
ве Х, калі абмежавана мноства яе значэнняў, іншымі
словамі, выконваецца няроўнасць

ІК«М Ухех.

Функцыя ў--Дх) называецца абмежаванай зверху
(знізу) на мностве Х, калі існуе такі лік М(т), што
выконваецца няроўнасць

КМ (бх)М) Ухех.
Напрыклад, функцыя ўс І/х ёсць абмежаваная знізу на мностве

(0, 1] і неабмежаванаязверху на гэтым мностве.

29, Ліміт функцыі. Дапусцім, што функцыя уз-Дх)
“зададзена ў некаторым наваколлі пункта а, г. зн. на
інтэрвале (а, В), а«га«сВ, усюды за выключэннем, маг-
чыма, самога пункта а.

Азначэнне б.7 (паводле Кашы). Лік А называецца
лімітам функцыі узз[(х) у пункце а, калі для кожна-
га дадатнага ліку е існуе такілік 6:-6(2), што з няроў-
насці

0--Іх--а[ «сё (6.27)

вынікае няроўнасць

ІА] «се. (6.28)

Для абазначэння ліміту функцыі ў пункце ўжываецца

запіс

іт Дх)-гА, (6.29)

які чытаюць так: «ліміт функцыі Дх), калі х імкнецца да

а, ёсць А».
Няроўнасці (6.27) і (6.28) паказваюць, што для зна-

чэнняў аргумента з акругі а--6--х««а--6, хэба, адпа-

ведныя значэнні функцыі абавязкова трапляюць у е-ак-

ругу ліміта А:

А-- ва Ке) аА-е.

Відавочна, што на азначэнне ліміту не робіць уплыву

значэнне функцыі Дх) у пункце хо, больш таго, функцыя

можа быць нават нявызначанай у пункце Хо.
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Тэарэма 6.5 (крытэр Гайнэ”). Лік А ёсць ліміт функ-

цыі [(х) у пункце е, калі і толькі калі для ўсякай пасля-

доўнасці аргументаў (х,), хазеа, Іітх,зга, адпаведная
д-з оо

паслядоўнасць значэнняў функцыі збягаецца да ліку А:

іт Дхл)зеА. (6.30)

п-з- 090

СО Неабходнасць. Возьмем адвольны лік 0.

і выберам такі дадатны лік бзгб(е), што з няроўнасці

(6.27) вынікае няроўнасць (56.28). Паколькі Ітхізга,
п-з 00

ха,то, згодна з азначэннем 6.4, існуе такі рэчаіснылік

К(б), што пры п» Ю(б) выконваецца няроўнасць

0«г1х,- а] «26.

У такім разе паводле ўмовы (6.28) атрымаем

ІД)АЕ.

“Апошняя няроўнасць раўназначная таму, што

іт Дх)зеА.

“д астатковасць. Дапусцім процілеглае, што

іта Га)зеА.

Значыць, існуе лік ез» 0, што для ўсякага 50 зной-

дзецца такі лік ху, што

Іга «сб, ІА! 2» 0.

Зададзім паслядоўнасць б0 пры п-гое, 6,2»0

4 адпаведную паслядоўнасць (Хо), такія, што 02 1Хоь--

За «сб, Іхоа)--А]22е. Паводле пабудовы Хо,

з другога боку, Дхо,) Р.А, што супярэчыць умове (65.30). Юі

Заўвага 64. Крытэр Гайнэ дазваляе зрабіць выснову, што

ўсе ўласцівасці, якія былі вышэй даказаныя для лімітаў лікавых

паслядоўнасцяў, у поўным аб'ёме застаюцца правільнымі ў дачы-

ненні да лімітаў функцый у пункце, і мы будзем імі карыстацца пры

неабходнасці.
'

Акрамя ліміта функцыі ў пункце, які азначаны

згодна з умовамі (6.27) і (6.28), ёсць патрэба разглядаць

так званыя аднабаковыя лімітыў пункце. Такая патрэба

ўзнікае, прынамсі, у выпадку, калі функцыя зададзена на

адрэзку [а, В], і мы цікавімся паводзінамі функцыі пры

 

“ Гайнэ Генрых (Неіпе Неіпгісё, 1821--1881)-- нямецкі матэ-

матык.
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набліжанні х да пункта а справаці, інакш, х-а--О або
пры набліжанні х да пункта В злева,г. зн. х-В- 0. Мо-
жа так здарыцца, што і для ўнутранага пункта а адрэзка
існуюць розныя, няроўныя паміж сабой, ліміты функцыі
Дх) злева і справа.

Левабаковым лімітам функцыі Цх) у пункце а назы-
ваюць лік

, «еі

АКа-0) іп Дх),
хза-0

калі для кожнага е» існуе такі лік 6 (г), што з ня-
роўнасці 0«га--х«сб вынікае [Дх)-- А] «ге.

Правабаковы ліміт функцыі Юх) у пункце а

дДа40)2 іДа)

азначаецца аналагічным спосабам, у гэтым разе разгля-

даецца наваколле 0.--х- 4-6.
Левабаковыліміт функцыі Дх) у пункце а:-0 абазна-

чаюць:--0) па, Хх), а правабаковы- ДЗ3-0)-

з [іт Хх). а
х-к--0

Для функцыі
1, калі ха»,

Кадс-вірпха:ў 0, калі хе,

-І, калі х«сО,

напрыклад, у пункце хзгО правабаковыліміт К4-9)--І, левабаковы

ліміт Д--0)е -І. . '
Заўвага 6.5. Ліміт функцыі ў пункце а у сэнсе азначэння 6.7 іс-

нуе, калі і толькі калі існуюць роўныя паміж сабой ліміты злева і спра-:

ва: Кад-0)-Ка- 0).

Калі функцыя Дх) вызначана для ўсіх дастаткова

вялікіх па модулі значэнняў х, магчымана ўсёй лікавай

прамой, то мае сэнс разглядаць ліміты: Іт ДХ),
х-»р оо

Іт Хх). У прыватнасці, роўнасць Ііт Дх)А азначае:
х-к-.бо х-»- со

для кожнага вс» 0 існуе рэчаіснылік Кз» К(е), такі, што

з няроўнасці хс» К(в) вынікае

ІА] се.

2-9
14-79

і Іт Дк) Іт Дх)зеі.
доо х---- оо

 Функцыя Дх)- існуе для ўсіх рэчаісных лікаў (рыс. 6.3)
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Рыс. 6.3

39, Два грунтоўныя ліміты. Пры лімітавых дзеяннях

з лагарыфмічнай, паказнікавай і ступеневай функцыямі

скарыстоўваецца грунтоўныліміт, які непасрэдна даты-

чыць ліку е.
Тэарэма 6.6. Праўдзіцца роўнасць

Іі (1-:х)““2е. (б.31)
х-»О

С) У 6 6.3 мы ўжо высветлілі, што роўнасць (б.31) мае

месца, калі ХззІ/п, і ліміт разумеем У сэнсе ліміта

лікавай паслядоўнасці (гл. формулу (6.20));:

іте (6.32)
п-б п

Беручы пад увагу крытэр Гайнэ, патрэбна дака-

заць, што.

Іт (14-х)“е (6.33)
паэ

для ўсякай паслядоўнасці(х.,), збежнай да нуля. Разгле-

дзім розныя выпадкі паслядоўнасці (х,).

1. Няхай х,-1/Ё,, ёе М. Непасрэдна з азначэння

ліміта збежнай паслядоўнасці вынікае, што падпасля-

доўнасць збежнай паслядоўнасці мае той самы ліміт.

Значыць, з роўнасці (6.32) вынікае

іга е. (6.34)

2. Няхай хэ -рО, шараыьі, к.с М. Тады маем

Муа
Е-Бі ЫГ,

што пасля відавочных дзеянняў дае

(ааа[на]. (6.35)
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З дапамогай роўнасці (б.34) атрымаем:

іт [ын]

Ціт [65]і" (ыз.
по зсо

У сваю чаргу для правай паслядоўнасці з няроўнасцяў
(6.35)

маане
Пасля лімітавага пераходу ў няроўнасці (6.35) на падста-
ве ўласцівасці сціснутай паслядоўнасці сцвярджаем,што
праўдзіцца формула (6.33) для хэ--0 і, значыць, існуе
правабаковы ліміт

“Літ (14-х)е.
дз--0

3. Няхай х,-- 0. Тады маем:

 

[іт (1)
Ііт (1-1)М"

[іт І 1 н

шужалю уу-0 І--ши,

22 [іт [1 Ў» “н Ў, еле.

шак 1-й, 1-- и.

 

 

Такім чынам, мы знайшлі, што

іт (14-х)“2е,
х-ю--0 :

і тым самым даказалі, што справядлівая формула

(6.31). гэ
Тэарэма 6.7. Праўдзіцца роўнасць

5іп Х

х
 Ііт зі. (6.36)

х-»О

С] Непасрэдна з азначэння трыганаметрычных функ-

цый зіпх і іе х на адзінкавым крузе вынікае (рыс.6.4),

што пры О0«схасл/2 выконваецца няроўнасць

зіп Х«сХ«сіа Хх іп х/со5Х. (6.37)

Са стасунка (6.7) атрымліваем

со х«с(зіп х)/х«с І.

Няцяжка пераканацца, што
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 21- сов х-з9 зіп? ўс зіп усх (638)

Ж.
Рыс. 64

р-

х

 

Узяўшыб-е, мы будзем мець З улікам судачынення

(6.38), што з няроўнасці 0.гг х--06 вынікае няроўнасць

зіп Хх
1-- «е. 

 

ХХ

Значыць, існуе правабаковы ліміт

 іа ЗЕ,
х----0

Левабаковы ліміт будзе таксама роўны адзінцы

з прычыны цотнасці функцыі (5іп хх. 8

49. Бясконца вялікія функцыі. Функцыя Дх) назы-

ваецца бясконца вялікай (БВФ) у пункце а справа

(злева), калі для ўсякай збежнай да а паслядоўнасці

Хі Хі ..-, Ха“, Ха? (х.чса)

значэнняў аргумента х адпаведная паслядоўнасць

“Ка), Гэ), “9 Ка.)--

значэнняў функцыі ёсць БВП пэўнага знаку.

Для бясконца вялікіх функцый карыстаюцца наступ-

нымі абазначэннямі:

іт Дк) ео ці Да-к0)- ее,
х-ьа0

ііДа) Ф со ці Ка-0)- Ф ее,

хна-

іт Даузе--ее ці Дар0)-- ее,
х--а4-О

іт Дх)зе--ее ці Да-0)--ее.
х-ка-0
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У тых выпадках, калі функцыя ў: Дх) ёсць бясконца

вялікая аднаго знаку ў пункце х--а і злева, і справа,

ужываюцца таксама запісы:

іт ЮОЗ З ое, Ііт Ах) - се.

Запіс Ііт Дх)-- со азначае, што Хх) ёсць бясконца
х-»аы,

вялікая функцыя некаторага знаку.

Напрыклад, функцыя у--сіе хэгсо5 х/зіп х ёсць бясконца вялікая
функцыя ў пункце х 20 (рыс. 6.5) справа і злева, адпаведна (--0)--
Ж ее, Д-0) ео.

У сваю чаргу функцыя ў 1ІДх- 1ў ёсць бясконца вялікая функ-
цыя ў пункце х-І (рыс. 6.6), прычым Ііт Дх)зь -- ее.

хэ

  
Рыс. 6.5 Рыс. 6.6

Функцыя /х) называецца бясконца вялікай дадатна-

га знаку пры х-»-- оо, калі для кожнага дадатнага ліку

Е існуе лік А(Е)2»О, такі, што з няроўнасці хл» КБ)

вынікае няроўнасць

ГЕ.

У такім разе запісваюць:

іт Да) ее. (6.9)
х-» оо

Найбольш простымі прыкладамі такіх функцый, для якіх выкон-

ваецца ўмова (6.39), з'яўляюцца Дх)-ех, Дх)-2».

Аналагічна можна азначыць бясконца вялікую функ”

цыю дадатнага знаку, калі х-к-- ое, і бясконца вялікую

функцыю адмоўнага знаку, калі х-з» Б ое.
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Заўвага 6.6. Пры ўмове існавання ліміта Іт Дх)зеА графік
д-к- ое

функцыі узеДа) пры х-»-- ее набліжаецца да прамой уззА, якая

называецца гарызантальнай асімптотай. , ,

У тых выпадках, калі 1іт Кх)-2 -Е со, графік функцыі ўсе Дз) бу-

х-.а

дзе набліжацца да прамой х--а, і гэту прамую называюць вертыкаль-

най асімптотай.

Заўвага 6.7. Надалей пад выразам «існуе Іт Дх)ці Іт Дх)»

'

х-ка х-з» оо

будзем разумець заўсёды існаванне канеч ага ліміту, калі

не гаворыцца процілеглае.

6.5. НЕПАРЫЎНЫЯ ФУНКЦЫІ РЭЧАІСНАЙ ЗМЕННАЙ

1г. Паняцце непарыўнасці функцыі. Будзем лічыць,

што функцыя ўсе Дх) зададзена ў некаторым наваколлі

пункта а, г. зн. на інтэрвале (а, В), а«са«сВ. У папя-

рэднім параграфе пры азначэнні ліміта

Іт х) (6.40)

мы падкрэслівалі, што абавязкова трэба браць ха.

Зараз скажам, што нас цікавяць у першую чаргу такія-

выпадкі і такія функцыі, калі ліміт (6.40) у дакладнасці

роўны значэнню функцыі Да).

Азначэнне 6.8. Функцыя уз (х) называецца непарыў-

най у пункце а, калі
іт Казе Ка). (6.41)

Азначэнне 6.9. Функцыя уз Хх) называецца непарыў-

най справа (злева) у пункце а, калі

Ка-:0у- Іта. деда)
(Ка--6у- “ітДака).

З улікам заўвагі б.5 зразумела, што роўнасць

(65.41) мае месца толькі ў тым разе, калі выконваюцца

абедзве роўнасці (6.42). Інакш кажучы, функцыя уз К“)

ёсць непарыўная ў пункце х--а толькі пры ўмове, што яна

ёсць непарыўная ў гэтым пункце злева і справа.

Азначэнне б.10. Функцыя уззДх) называецца непа-

рыўнай на інтэрвале (а, В), калі яна ёсць непарыўная

ў кожным пункце інтэрвала. Функцыя уззх) назы-

ваецца непарыўнай на адрэзку (а, В], калі яна ёсць

непарыўная ва ўнутраных пунктах адрэзка, а таксама

непарыўная справа ў пункце а і непарыўная злева

ў пункце В.

308

(6.42)



Каб высветліць пытанне наконт непарыўнасці функ-

цыі, мы будзем карыстацца пададзенымі яе азначэннямі
ў спалучэнні з уласцівасцямі лімітаў функцыі ў пункце.
Як ужо адзначалася ў заўвазе 6.4, ліміты функцыі
ў пункце 'маюць такія ж самыя ўласцівасці, як і ліміты
лікавых паслядоўнасцяў.

2”. Непарыўнасць элементарных функцый. У першую
чаргу дакажам, што непарыўнымі будуць сталаяі тоес-
ная функцыі, мнагасклад, рацыянальная, экспанентавая
і трыганаметрычныя функцыі.

1. Сталая функцыяГ ёсць непарыўная на мност-
ве рэчаісных лікаў.

ОЮ Сапраўды, згодна з азначэннем ліміта функцыі
ў пункце Ххеху, па зададзеным адвольным в» 0 мы
павінны знайсці такі лік 6: 6(2), што з няроўнасці

02 ]х-- хо «сб

вынікае няроўнасць

ІКа 18--Ь6[20:8.

Зразумела, што апошняя няроўнасць выконваецца,
у прыватнасці, для 6:-е,і, значыць, Дх) ёсць непарыўная
ў кожным пункце ху.

2. Тоесная функцыя Кх)-х ёсць непарыўная на
мностве (-- оо, -- 90).

ОЮ. На самай справе, калі лічыць 6:-е, тоз няроўнасці

Іх-- хо] «26 вынікае ІДх)-- Хх) 25 Іх-- хоГ «зе і, значыць,
іт х--ху на падставе азначэння 6.7. Д
хх

З. Ступеневая функцыя Их) зг х", пе М, ёсць непарыў-

ная на мностве (-- оо, -- ее). 0 ,

С] Паколькі, згодна з крытэрам Гайнэ і ўласцівасцямі

лімітаў паслядоўнасцяў, ліміт здабытку функцый у пунк-

це роўны здабытку лімітаў множнікаў, то маем:

іт х“- іт х-Ііт хіт Хе Хохо-.ХозкХ0.
Хх ў дж ж» д-кхо

4. Мнагасклад (ху--ах"ах"... Га, ёсць непа-
рыўная функцыя на мностве (-- со, -Г ое). ;
С Дастаткова заўважыць, што кожны складнік

ах"“ёсць непарыўная функцыяяк здабытак сталай і сту-

пеневай непарыўных функцый, і потым скарыстацьтой
факт, што ліміт сумы роўнысуме лімітаў складнікаў. Ю

5. Рацыянальная функцыя
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ааах... За,

Дк)аатрраыа А...

ёсць непарыўная для ўсіх рэчаісных лікаў, акрамя тых

пунктаў, дзе назоўнік роўны нулю.

ОЮ Доказ грунтуецца на ўласцівасці: ліміт дзелі роў-

ныдзелі лімітаў пры ўмове, што ліміт назоўніка не роўны

нулю.
б. Трыганаметрычная функцыя Цх)зз 5іпх ёсць непа-

рыўная на мностве (-- во, Ф ее).

[1 Спачатку дакажам непарыўнасць функцыі Дх)

гвіпх у пункце хе. У папярэднім параграфе пры

знаходжанні грунтоўнага трыганаметрычнага ліміту мы

ўжо карысталіся няроўнасцю зіп х «г х, што выконваецца

на інтэрвале О«сх«сл/2. Зусім зразумела, што калі 0«2

гіх] «сл/2, то будзем мець няроўнасць

Ізіп хІ «2 1х1. (6.43)

Возьмем адвольнае е, 0-2 821, і няхай 6-8. Тады

будзем мець з улікам стасунка (6.43), што з няроўнасці

Іх-- 0]: Іх] «сё вынікае [зіп х--зіп 0]25; Ізіп х] «се. З

апошняй няроўнасці, згодна з азначэннем 6.8, вынікае

непарыўнасць функцыі К)з-зіп х у пункце Хх О.

У выпадку х--хоуз:0 перш за ўсё скарыстаем формулу

 

: ; . Хат ХІ хх

віп х,--зіп хозе2 віп-5 З соба, (56.44)

дзе (х,) -- адвольная паслядоўнасць, збежная да Хо. Па-

Хх, Г Хо

2

 

слядоўнасць [го ] будзе, відавочна, абмежаванай,

”, і Жа ЯІ з

а паслядоўнасць Р зіп ыч) на аснове ўмовы (6.43) -

бясконца малой. З гэтай прычыны іх здабытак будзе

бясконца малой паслядоўнасцю. Значыць, з роўнасці

(6.44) вынікае

Піта (зіп х,-- зіп хо) зе. (6.45)
п-з оо

Паколькі зіпх,зезіп ху--(зіп х,- зіп ю), то атры

маем:
Ііт зіп хае віп ху03 5іп Хо,
д- оо

што на падставе крытэра Гайнэ і азначае непарыўнасць

функцыі ў пункце Хо. Ю
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7. Трыганаметрычная функцыя [(х)--соз х ёсць непа-
рыўная на мностве (-- оо, - оо).
0 Доказ уласцівасці цалкам падобны на папярэдні,

толькі патрэбна будзе скарыстаць формулу розніцы
косінусаў. 0 .

8. Трыганаметрычныя функцыі

зіп Хх с05 Х
ів хэ , сЁ Хэ

со5 Хх
 

 

5іп Хх

непарыўныя ў кожным пункце іх мноства існавання.
0 Які ў выпадку з рацыянальнай функцыяй, патрэб-

на скарыстаць тое, што ліміт дзелі роўныдзелі лімітаў
пры ўмове: ліміт назоўніка адрозніваецца ад нуля.

9. Экспанентавая функцыя (экспанента) (х)--е" ёсць
непарыўная на мностве (-- оо, -- 099).

0 Спачатку дакажам непарыўнасць экспаненты ў
пункце х--0О. Нам патрэбна паслядоўнасць

цы[11], пек. (6.46)

Пераканаемся, што паслядоўнасць (6.46) -- спадаль-
ная. Сапраўды, маем:

 

 
 

 

 

М... 1 аі. І явіс
И1-1.. 1-; 1 Уз п 14:-;2 п

п-1 п-1
зіу.яп п 11,

п-п--п

што і дае ў,-у,:. Зразумела, што

іт у,Ііт [13 [іга (1-9 Сее
п- са п-з оо п-з оо

і для ўсякага п выконваецца няроўнасць

1 ўлі

га”.

якая раўназначная няроўнасці

б.г.1.1, пеМ. (6.47)
п

«Скарыстоўваючы ўласцівасць сціснутай паслядоўна

сці, пасля пераходу да лімітаў у няроўнасці (6.47) ат-
рымаем

ЗІ



іт е".
п-з оо

Калі (Ё.), ёе М, ёсць падпаслядоўнасць натуральных

лікаў, то з апошняй формулы вынікае праўдзівасць

роўнасці
,

: 1/6 .
Ііте "і. (6.48)

п-з- оо

Няхай (х.)-- адвольная паслядоўнасць дадатныхлі-

каў, збежная да нуля, і (2.)-- такая паслядоўнасць

натуральных лікаў, што

ІД МЕМЫ а ама асе",

З улікам роўнасці (6.48) пасля лімітавага пераходу

ў апошняй няроўнасці пераконваемся, што

[іт е'-І.
д---0

Ліміт злева знаходзім наступным чынам:

: : 1 1 1

іт е“Іт аеІ,

дзн-0 дне” іт е“ іт е
дх----0 40

 

  

і, значыць,непарыўнасць е" у пункце хзг0О даказана.

- Непарыўнасць у адвольным пункце Хе Хо вынікае

з роўнасці
Х, Х, х-

гк-- езы ее” -1). Ю

3“. Арыфметычныя дзеянні- З непарыўнымі функцыя-

мі. Мноства непарыўных функцый можна пашырыць

з дапамогай арыфметычных дзеянняў. :

Тэарэма 6.8. Калі функцыі Кх)і р(х) ёсць непарыўныя

ў пункце х-зхі то і функцыі

Гаа), Ка--в(х), Мадв(х), Па)/е(ю)

непарыўныя ў пункце х-- хо (дзель пры ўмове г(хо)зе 9).

ОА Паколькі непарыўныя ў пункце Хх--Хо функцыі

Кх) і в(х) маюць у. гэтым пункце ліміты

Літа Дк) Ца), Гіт ебх) (аа),
х-хо

то з улікам крытэра Гайнэі ўласцівасцяў лімітаў ліка-

вых паслядоўнасцяў ліміты функцый

Ка) ех), Каў ех), Кей), Кава)
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існуюць і знаходзяцца адпаведна па формулах:

Дхо) н в(х), хо) (хо), Мходе(ха), Маов(хо),

якія падаюць прыватныязначэнні пералічаных функцый
у пункце хо.

З дапамогай тэарэмы 6.8 можна прыйсці да высновы,
напрыклад, што функцыі е'--5іпх, е'созх, х'созх, х'--е“
ёсць непарыўныя на мностве рэчаісных лікаў.

4”. Класіфікацыя пунктаў разрыву функцыі. Няхай
функцыя узДх) вызначана ў наваколлі пункта ху, акра-
мя, магчыма, самога гэтага пункта.

Азначэнне б.11. Пункт ху называецца пунктам разры-
ву для функцыі ух), калі Іт Дх) не існуе

або Ітзеха. С
эхо

Сустракаюцца розныявідыразрываў. Найбольш про-
сты разрыў ёсць так званыскасавальны разрыў у. пункце
ху, калі Іт КазеКо).

хх

Няхай, напрыклад, зададзена функцыя на адрэзку [-- І, 1] з дапа-
могай роўнасцяў:

ёе! ((5зіп х)/х, калі хэ,
кд

2, калі х-0.

Відавочна, што ў пункце хз2О (рыс. 6.7) мы маем скасавальны

разрыў, паколькі

зіп х
 іт І.

х»б Х

Калі Ііт Дх) не існуе, то магчымы тры выпадкі.
д-кхо

Па-першае, існуюць абодва аднабаковыя ліміты, але

Ііт Д) іт Ца),
ж-ьху 0 ах

Разрыў такога тыпу называецца скачком.
Напрыклад, функцыя Дх)зззіепх мае скачок у пункце лед

(рыс. 6.8).

, Па-другое, адзін з аднабаковых лімітаў (ці абодва)

з'яўляецца бясконцасцю. Тады кажуць, што ў пункце Хо

есць неабмежаваны скачок.

Напрыклад, Дх)-- І/х мае такі разрыў у пункце ХО, графік гэтай

Функцыі ёсць вядомая гіпербала.
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Рыс. 6.7 Рыс. 6.8

Нарэшце, ёсць і такі выпадак, калі адзін або абодва

аднабаковыя ліміты не існуюць нават У сэнсе бяскоя-

цасці.

Напрыклад, функцыя Дх)гзіп (1/х) у пункце хазО мае разрыў, бо

Іі зіп(1/х) не існуе (рыс. 6Э
х-»О

 

Рыс. 69

Разрыў такога тыпу называюць яевызначаленыя.

Ужываюцца таксама назвы: разрывы першагаі дру-

гога роду. Скасавальны разрыў і скачок называюцца

разрывамі першага роду. Бясконцы скачок і невызна-

чальны разрыў называюцца разрывамі другога роду.

Акрамя непарыўных на адрэзку функцый, часта па-

трэбна разглядаць кускова-непарыўныя функцыі.

Азначэнне 6.12. Функцыя усех), зададзеная на адрэз-

ку [а, б], якая мае толькі пэўную колькасць пунктаў раз-

рывупершага роду, называецца кавалкава-непарыўнай.

6.6. УЛАСЦІВАСЦІ НЕПАРЫЎНЫХ ФУНКЦЫЙ

12. Манатоннасць і непарыўнасць. Будзем лічыць, што

функцыя Дх) зададзена на адрэзку [а, 8].

Азначэнне 6.13. Функцыя Дх) называецца нарасталь-
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най на адрэзку [а, Ь], калі дляўсякіх хі, хова, б] з няроў-

насці хі“ Х» вынікае няроўнасць

Га) «с Казе), (6.49)
і спадальнай, калі з няроўнасці хі “с Х» вынікае

Га)Ка). (6.50)
У тых выпадках, калі няроўнасці (6.49) і (6.50) замя-

няюцца нястрогімі няроўнасцямі, ужываюцца тэрміны:
неспадальная і ненарастальная функцыі. Нарастальная,
спадальная, неспадальная і ненарастальная функцыі
аб'ядноўваюцца адным тэрмінам манатонныя функцыі
(у першых двух выпадках кажуць таксама -- строга
манатонныя функцыі).

Тэарэма 6.9. Манатонная на адрэзку [а, 0] функцыя
Юю) можа мець толькі пункты разрыву першага роду.
Ю Няхай для пэўнасці Дх)-- нарастальная на [а, 8]

функцыя. Возьмем хе(а, б) і разгледзім мноства
ЕА іКх)хас хо. Мноства Е ёсць абмежаванае зверху, па-
колькі на падставе няроўнасці (6.49) будзем мець для
элементаў гэтага мноства Дх) «с Дхо).

Паводле тэарэмы 1.2 існуе дакладная верхняя мяжа

зур ЕЗА «Дю). (6.51)

На аснове лемы пра дакладную мяжуз ў 1.2 для ўсіх

Х «(С х справядлівая няроўнасць:

ЦА (б.52)

і для кожнага дадатнага е знойдзецца такі лік Хі “Хо,

што

ГБ) А- е. (6.53)

Паколькі Дх) -- нарастальная функцыя,то з няроўнасці

(6.53) вынікае правільнасць няроўнасці Дх)»А--е для

ўсіх х, х,у“сХ «схо, якая супольна з умовай (6.52) прыво-

дзіць да высновы, што :

ІАІ-е

у дастаткова малым левым наваколлі пункта Х:

ха-- хГ«с Ху Хі 98 6.

Тадына падставе азначэння левабаковага ліміту і згодна

з формулай (6.51)

іт оЮА «е Юхо). (6.54)
х-кХо -
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Існаванне правабаковага ліміту даказваецца пры-

кладна такімі самымі разважаннямі. У выніку атрымаем

іт Дх)зе Ва хо),
жэн

што разам з судачыненнямі (6.54) прыводзіць да няроўна-

сцяў:

Мао-- 0)ао) «с ао0), (б.59)

і доказ тэарэмы цалкам завершаны. б

Заўвага б.8. З доказу тэарэмы б.9 зразумела, што мноства

значэнняў нарастальнай функцыі або з'яўляецца поўным адрэзкам [Ка),

19), або -- дапаўненнем да гэтага адрэзка нейкага мноства выкінутых

прамежкаў. Калі ху-- пункт разрыву функцыі Дх), то няроўнасць

(6.55) абавязкова будзе строгай хоць у адным месцы, напрыклад Као--

--0)«сДхо), а апошняе азначае, што на прамежак (о--0), Мха)) не

пападаюць значэнні функцыі Дх). Калі ж хо -- пункт непарыўнасці, то

ў судачыненнях(6.55) будуць знакі роўнасці і нейкае наваколле пункта

Дхо) цалкам запоўнена значэннямі Дх). У выніку атрымліваем, што

мноства значэнняў манатоннай функцыі будзе адрэзкам у тым і толькі

тым выпадку, калі (х) -- непарыўная функцыя на адрэзку [а, 8].

99. Узаемна адваротныя функцыі. Няхай функцыя ў--

2 Дх) з абсягам існаванняХ і абсягам значэнняў У мае

такую ўласцівасць, што розным значэнням хв Хх

адпавядаюць розныя значэнні ўе У; карацей пі-

шуць:

(хае ха)а(Каза).
У такім разе кажуць, што элементы мноства Х пастаўле-

ны ва ўзаемна адназначную адпаведнасцьз элементамі

мноства У. Акрамя таго, мы маем рацыю памяняць ролі

мностваў і падкрэсліць, што кожнаму элементу уве Ў

адпавядае пэўны элемент хе Х,г. зн. адначасова задаец-

ца і другая функцыя х-2/(у), якая называецца адва-

ротнай для функцыі уз- Дх). Зразумела, што адначасова

функцыя ўзеДх) ёсць адваротная для функцыі хаг Г” (1).

Азначэнне 6.14. Калі элементы мностваў Х і У знахо-

дзяцца ва ўзаемна адназначнай адпаведнасці, то вызна- .

чаныя функцыі усех) і хзг Г(у) называюцца ўзаемна

адваротнымі.
Відавочна, што функцыі уззДх) і хзк/(у) маюць

аднолькавыграфік у прамавугольнай сістэме каардынат

Оху. Прытрымліваючыся правіла, што незалежная змен-

ная абазначаецца літарай х, а значэнне функцыі -

літарай у, мы пераважна будзем запісваць адваротную

функцыю ў выглядзе ўз /(х).
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Цяпер ужо графікі ўзаемна адваротных функцый
ўе Ка), уз Г(х) на каардынатнай плоскасці хОў будуць
размешчаны сіметрычна ў дачыненні да прамой лі-
ніі ух.

Тэарэма6.10 (пра адваротную функцыю). Калі функ-
цыя Цх) ёсць непарыўная і строга манатонная на адрэзку
[а, б], то на мностве яе значэнняў [А, В] існуе строга
манатонная непарыўная адваротная функцыя.
С Лічым для пэўнасці, што (х) нарастае на адрэзку

[а, 5], і тады маем А-- Ха), ВА: Д). Відавочна, што паміж
[а, б] і [А, В] ёсць узаемна адназначная адпаведнасць
(рыс. 6.10), чым і абумоўлена існаванне функцыі
х--Г(у), якая нарастае на адрэзку [А, В]. Непарыў-
насць, згодна з заўвагай б.8, вынікае з таго, што мноства
значэнняў адваротнай манатоннай функцыі ёсць адрэзак
[а, 6]. Б

 

Рыс. б.І10

39. Непарыўнасць складанай функцыі. Няхай функ-

ЦЫЯ ўсех) вызначана на мностве Х і абсяг яе значэнняў

ёсць мноства У, а функцыя 2:- е9(у) вызначана на мностве

У і абсяг яе значэнняў ёсць мноства 2. У такім разе

кожнаму хе Х будзе пастаўлена ў адпаведнасць пэўнае

значэнне 26: 7, г. зн. зададзена так званая складаная

функцыя

2--а(д)Ва),
якую інакш называюць суперлазіцыяй дзвюх функцый.

Тэарэма 6.11. Калі функцыя уз Цх) ёсць непарыўная

ў пункце хі функцыя 2--8(у) ёсць непарыўная ў пункце

шсКхо), то складаная функцыя Р(х) таксама непарыўная

ў пункце Хо.
А З непарыўнасці функцый узеДх) і гэе Ду) у пунк-

тах х-зху і узгу на аснове крытэра Гайнэ будзем мець:
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У(х,) (Іт дула)(Н у,іт Дадае»),

У(ўа) (ба уе»)(Н а(удзе),

адкуль вынікае, што

Уса(нт хла)(іпата)

аа)саае). (6.56)

У дадатак да судачынення (6.56) застаецца скарыстаць

крытэр Гайнэ ў другі бок.

Разгледзім непарыўнасць астатніх элементарных

функцый.
,

деі

1. Лагарыфмічная функцыя узор, х-ззіпх існуе,

манатонна нарастае і непарыўная на мностве (0, З 99).

0 Доказ сцверджання вынікае з тэарэмы 6.10, па-

колькі лагарыфмічная функцыя ёсць адваротная ў дачы-

ненні да экспанентавай функцыі усве".

9. Паказнікавая функцыя у--а", аг, азё 1, ёсць

непарыўная на мностве рэчаісных лікаў.

С Сапраўды, згодна з тоеснасцю узвабзе(е')'", па-

трэбна скарыстаць непарыўнасць экспаненты і тэарэму

пра непарыўнасць складанай функцыі. ОЮ

3. Ступеневая функцыя узьх!, ге(- ее, Ч- оо), ёсць

непарыўная на мностве (0, З. 99).

Б Яна азначаецца ў агульным выпадку як складаная

функцыя усве", і яе непарыўнасць даказваецца на

падставе тэарэмы611.

4. Адваротныя трыганаметрычныя функцыі ёсць непа-

рыўныя на мностве іх існавання:

у зг агсзіп х, хаг-- І, 1], ўзвагссоз х,хв[-і, 1],

у зхагсів х, хе(-- се, Т ее), у

гагссіе х, хе (-- оо, -Ь 69).

Ю Доказ сцверджання грунтуецца на скарыстанні

тэарэмы пра непарыўнасць адваротнай функцыі.

Возьмем для пэўнасці функцыю узгзіп х, яна ёсць

непарыўная дляўсіх х, хв(-- со, 4 ое). Нам патрэбна

ўзяць такі адрэзак, на якім функцыя ўзезіп Х з'яўляецца

манатопнай. Адпаведным адрэзкам будзе, у прыватнасці,

адрэзак [--л/2, л/2], на ім у--звіп х нарастае ад Іда і

і, значыць, існуе адваротная непарыўная функцыя на
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адрэзку [-- 1, 1]. Графік функцыі уз агсвіпх пададзены
на рыс. 6.11. р

Заўвага 6.9. Беручы пад увагу элементарныя функцыі, якія
мы даследавалі на непарыўнасць у папярэднім і гэтым параграфах,
прыходзім да высновы: усе элементарныя функцыі ёсць непарыўныяна
абсягу іх існавання.

Ў

 

Рыс. б.Іі

4”. Параўнанне функцый. Веданне ўласцівасцяў непа-
рыўных функцый робіць больш лёгкай задачу знахо-
джання лімітаў складаных функцый у пункце, паколькі
ў выпадку непарыўнасці неабходна толькі вылічыць
значэнне функцыі ў адпаведным пункце. Значныяасаблі-
васці ўзнікаюць у тых выпадках, калі ліміт адной з про-
стых функцый у дадзеным пункце роўны нулю або
бясконцасці.

Функцыя Хх) называецца бясконца малой функцыяй
(БМФ) пры х-а у тым выпадку, калі Іт Дх)-еО,

х-за

і бясконца вялікай функцыяй (БВФ) пры х-а,

калі Ііт Дх)-- ое.
х-за -

Бясконца малыя функцыі маюць такія самыя ўласці-

васці, як і бясконца малыя паслядоўнасці. Пры вызна-

чэнні ліміта дзелі дзвюх БМФ узнікае нявызнача-

насць тыпу Н

ітага
хэа Ё2) Пт в(х)

якую патрэбна раскрываць з улікам хуткасці імкнення

БМФ да нуля. :

 
9
0
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Азначэнне 6.15. БМФ Дх) і п(х) маюць аднолькавы

парадак пры х-за, калі

ітХС, сз20, Сэё се. (6.57)

Калі СІ, то БМФ называюцца эквівалентнымі пры

х-за.
Азначэнне 6.16. БМФ Дх) мае большы парадак мале-

чыні ў параўнанні з БМФ с(х) пры х-за, калі

к
іта асаў 9;

Ужываюць таксама абазначэнне ЮЭ ее(я(х)) пры

х-э-а, што азначае «Дх) ёсць БМФ большага парадку пры

х-э-а у параўнанніз с(х)». Чытаецца: «Кх) ёсць о малое

ад е(х) пры х-а».

Зразумела, што калі іт Га-се, то БМФ с(х) пры

х-юа мае большы парадак малечыні. Гэта магчыма

запісаць у выглядзе

г(а)зее(Ца)).

Скарыстоўваюць таксама запіс

ЮюОе(х), х-ха, (6.58)

у тым выпадку, калі ў наваколлі пункта хга выконваец-

ца няроўнасць 14х)] с: МІг(х)І, дзе М -- нейкая канстан-

та. Роўнасць (60.58) чытаецца: «Хх) ёсць О вялікае ад'

с(х) пры х-ха».

Напрыклад, функцыі зіп х і х эквівалентныя пры х-»О, паколькі

. зіпх -
вядома, што Ііт 221, а функцыя 1--со5х мае большы парадак

х-»д

малечыні ў параўнанні з х пры х-»0.

 

Аналагічным спосабам параўноўваюцца і БВФ пры

к-а. У прыватнасці, Дх) - БВФ большага парадку пры

х-ха у параўнанні з БВФ р(х), калі

. Хх

Маааус
У такім выпадку магчыма ўжываць і запіс

г(х)ево(Ца)) х-ка.

320



Калі для дзвюх БВФ Хх) і г(х) выконваецца роўнасць
(6.57), то кажуць, што яны маюць аднолькавы парадак
у наваколлі пункта а.

Нарэшце заўважым, што сустракаецца і неабход-
насць параўнання функцый для вялікіх значэнняў аргу-
мента, г. зн. для х-э- ое ці х-х-- оо. Усе вышэй напіса-
ныя правілы параўнання застаюцца такімі ж з адной
розніцай, што замест х--а патрэбна пісаць х- -р се ці
х-з- обо. '

Цікава разглядаць такія выпадкі, калі адна з дзвюх

функцый, якія параўноўваюцца, мае зусім простую будо-

ву. Напрыклад, гэта ёсць лінейная функцыя.
Азначэнне 6б.17. Прамая у--Ккх--б, к, бе К, назы-

ваецца нахільнай асімптотай да графіка функцыі
ўза Кх) пры х-зоо, калі праўдзіцца роўнасць

Ка) ЕхБЕех), (6.59)

дзе Іт хх).

Відавочна, што з азначэння 6.17 вынікае: графік

функцыі ў--Дх) набліжаецца да графіка прамой

уза вх--Ь, калі х імкнецца да бясконцасці.

У сувязі з дадзеным азначэннем паўстае пытанне, як

знайсці параметры 8 і б у выпадку існавання нахіленай

асімптоты. На падставе роўнасці (6.59) і ўласцівасцяў

лімітаў маем:

х-кЗ4- оо Хх Ххсе Хх

т 5. (9).

«а[нана
У сваю чаргу атрымліваем

Іт (Хх) --юх)зе Іт (В4-а(х))зё.
х--Ч. оох-ь- оо

Заўвага 6.10. Аналагічна азначаецца нахільная асімптота і да-

казваюцца формулы знаходжання лікаў ё, Б у выпадку х--- се.

Такім чынам, параметры і б вылічаюцца формуламі:

Ё-- іт 9, Б іт (Д)--Ёх). (6.60)
х-» З ое Хх х-» З. оо

Заўважым цяпер, што з роўнасці (6.59) вынікае

д
прв” І
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“іншымі словамі, функцыі Дх)і ЁЕх--б эквівалентныя пры

х-» З ое.

Напрыклад, функцыя

322--5х 8х-9.

х-і1 х-І
 

 

ў-

мае нахільную асімптоту пры х-хее. Сапраўды, згодна са стасункамі

 

(6.60)

Ь- Іп Зю-бхз Ь- Іт (а-а 2
уыоо (Х-- 1)Х хаее[і х-]І

за Тіт хх 22.
х-коо х-І

Акрамя нахільнай асімптоты у-з8х--9, для пададзенай функцыі

існуе вертыкальная асімптота хс1 (рыс. 6.12).

 

На дакончанне заўважым, што пры знаходжаннілімі-

таў здабытку (дзелі) некалькіх функцый некаторыя

множнікі карысна замяняць эквівалентнымі функцыямі.

Напрыклад,

іп зіп5х т бхб

го ЗАТуо ГхТ
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Падкрэслім, што пры вылічэнні лімітаў сумы(розні-
цы) такую замену, увогуле кажучы, нельга скарыстоў-
ваць.

6.7. ТЭАРЭМЫ ПРА ФУНКЦЫІ,
НЕПАРЫЎНЫЯ НА АДРЭЗКУ

19. Прамежкавыя значэнні непарыўных функцый.

Дапусцім, што функцыя ў--Дх) вызначана на адрэзку

[а, 6]. ,
Лема 6.2 (пра захаванне знаку). Калі функцыя

Цзе (х) ёсць непарыўная ў пункце х-зхо і (хо)зе0, то

існуе такое наваколле пункта хе, што для ўсіх значэнняў

аргумента з гэтага наваколля функцыя Цх) захоўвае

знак, аднолькавы са знакам хо).

СЮ Няхай х, ёсць унутраны пункт адрэзка (а, 6]. На

падставе азначэнняў непарыўнасці і ліміта функцыі

ў пункце для ўсякага дадатнага ліку е знойдзецца такое

значэнне 6:»0, што з няроўнасці Іх-- хі “26 вынікае

няроўнасць .

 

дасе,
якую можна перапісаць у выглядзе ,

(а)спдсд. (661)
Возьмем у якасці е такі дадатнылік, каб выконвалася

“няроўнасць ес ІДхо)!. У такім разе абодва лікі Дхо)--е

і ХДхо)З-е будуць мець знак, аднолькавыса знакам Дж), і,

Згодна з няроўнасцямі (6.61), ва ўсім наваколлі

Хбкаюб

функцыя Дх) захоўвае знак ліку Ко).

У выпадку, калі хо супадае з пунктам а ці б, розніца

ў доказе толькі тая, што патрэбна разглядаць аднабако-

выя наваколлі. Ю
Тэарэма 6.12. Калі функцыя уе Цх) ёсць непарыўная

на адрэзку [а, 6] і ў канцах адрэзка мае розныя знакь то

знойдзецца такі пункт 5, Беда, Б), у якім (5):-59. .

С Няхай для пэўнасці Да)«сО і ЦЬ)» 0. Разгледзім

мноства Ес-(х] Дх)ас0] усіх значэнняў х з адрэзка [а, 6],

для якіх Дх)«-О. Відавочна, што аве Е, і, значыць,

мноства Е непустое. Паколькі (6)2» 0, то Е абмежаванае

зверху, напрыклад, лікам б, і, згодна з тэарэмай 1.2,

у мноства Ё існуе дакладная верхняя мяжа. Абазначым

яе літарай Ф.
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На падставе лемы 6.2 прыходзім да высновы, што

існуе правае наваколле пункта а і левае наваколле

пункта б, для якіх адпаведна выконваюцца няроўнасці

К)«с0 і Ка)» 0, і, значыць, пункт Е ёсць унутраныпункт

адрэзка (а, 0]. Для гэтага пункта і будзе выконвацца

роўнасць

(50. (6.62)

Калі дапусціць процілеглае, што 5), то зноў на

аснове лемы 6.2 знойдзецца наваколле Е--б «сха ЁЗ б,

ва ўсіх пунктах якога Дх) захоўвае пэўны знак. Але

апошняе сцверджанне ёсць немагчымае, паколькі на ўсім

правым інтэрвале (5, Ё--6) маем Дх)2»0, а на левым

“інтэрвале Е- б«сх«сБ паводле азначэння дакладнай

верхняй мяжы знойдзецца хаця б адно значэнне, Для

якога Хх)«-О. Ў
Тэарэма 6.13. Няхай уз Цх) ёсць непарыўная на Іа, 9]

функцыя, С - адвольны лік, размешчаны паміж зна-

чэннямі Ца) і (0). У такім разе на адрэзку [а, б] зной-

дзецца такі пункт Б што К-с.

С] Патрэбна разглядаць толькі выпадак, калі Ха)

ЕК) і лік С не супадае з Да)і Кё). Няхай, для пэўнасці,

Ка)гг С«с (Ф). Дапаможная функцыя хх)Кх)- С ёсць

непарыўная як розніца дзвюх непарыўных функцый

і ў канцавых пунктах мае значэнні розных знакаў:

а)г-Да)-- Со, дв)К-- с».
На аснове папярэдняй тэарэмына інтэрвале (а, б) існуе

пункт Ё, такі, што ф(Е)--/(5)- СО,г. зн. 5ЬС. а

99, Абмежаванасць функцыі, непарыўнай на адрэзку.

З непарыўнасці функцыі на адрэзку вынікае, што яна

абмежаваная і дасягае сваіх дакладных межаў.

Тэарэма 6.14 (першая тэарэма Ваерштраса). Калі

функцыя уз (х) непарыўная на адрэзку [а, 6], то яна ёсць

абмежаваная на гэтым адрэзку.

О Дакажам абмежаванасць зверху; абмежаванасць

знізу даказваецца аналагічна. ў

Дапусцім адваротнае, што /(х) ёсць неабмежаваная

зверху функцыя. Гэта азначае, што для кожнага нату”

ральнага п знойдзецца хоць бы адзін пункт х, г[а, 5], для

якога Дх.)с»п. Іншымі словамі, існуе паслядоўнасць

значэнняў (х,), для якой адпаведная паслядоўнасць

(Кх.)) з'яўляецца бясконца вялікай. На падставе тэарэмы

Бальцана -- Ваерштраса з паслядоўнасці (х,) можна

вылучыць падпаслядоўнасць, збежную да пункта Ее Га,
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б]. Калі мы абазначым гэтую падпаслядоўнасць(х.,), то
. А

паводле крытэра Гайнэ

тДеЦЬ).

Але апошняе сцверджанне ёсць немагчымае, паколькі

падпаслядоўнасць (16:29); вылучана з бясконца вялікай

паслядоўнасці, і, значыць, сама з'яўляецца бясконца

вялікай. 2

Заўвага 6.11. Для інтэрвала (ці паўінтэрвала) сцверджанне,

аналагічнае тэарэме 6.14, ужо не праўдзіцца.

Напрыклад, функцыя уз 1/х ёсць непарыўная на інтэрвале (д, 1),

але не з'яўляецца абмежаванай на гэтым інтэрвале, паколькі для

паслядоўнасці (х.)ге(1/п) адпаведная паслядоўнасць значэнняў функ-

цыі (ул) зе(п) з'яўляецца БВФ.

Заўвага 6.19. Каліфункцыя у--Дх) вызначана на адрэзку [а, 6]

і існуе ліміт Ііт Дх), то Дх) ёсць лакальна абмежаваная функцыя,

х-»Х,0

г. зн. існуе наваколле пункта ху, на якім Дх) ёсць абмежаваная.

Сапраўды, сказанае вынікае непасрэдна з азначэння ліміту функцыі

ў пункце.

Няхай функцыя усе Дх) ёсць непарыўная на некато-

рым адрэзку [а, б]. Тады на падставе тэарэмы б.14 мност-

ва яе значэнняў ёсць абмежаванае зверху і знізу. На

аснове тэарэмы1.2 мноства значэнняўІ хега, Б мае

дакладныя верхнюю М і ніжнюю п межы. Дакажам, што

гэтыя межы дасягаюцца. .

Тэарэма 6.15 (другая тэарэма “Ваерштраса). Калі

функцыя усх Кх) непарыўная на адрэзку [а, 6] то яна

дасягае на гэтым адрэзку сваіх дакладных верхняй

і ніжняй межаў.

С. Удакладнім, гутарка ідзе пра тое, што на адрэзку

[а, 5] знойдуцца такія пунктых; і х», што Дхі)згМ

і хо)т.
. .

Ажыццявім доказ у выпадку верхняй дакладнай

мяжы. Дапусцім процілеглае, што функцыя Дх) ні ў ад-

ным пункце не прымае значэння, роўнага М, значыць,

для ўсіх пунктаў адрэзка [а, б] выконваецца няроўнасць

Кху «с М. У такім разе функцыя

і
Фа)ата

мае толькі дадатныя значэнні на адрэзку [а, 5]. Паколькі

назоўнік М --Дх)зёО ёсць непарыўная функцыя,то, згод-

на з уласцівасцю непарыўнасці дзелі, функцыя ф(х) так-
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сама непарыўнаяна[а, б]. На падставе тэарэмы б.14 іс-

нуе дадатны лік В, такі, што

1В,Ф) зета

адкуль з улікам няроўнасці М--Дх)» 0 вынікае

1
аМ--.

“Апошняя няроўнасць выконваецца для ўсіх х з адрэзка

[а, 5], што супярэчыць таму, што М -- дакладная верхняя

мяжа. ў

Паколькі праўдзіцца, што непарыўная на адрэзку

[а, 5] функцыя Дх) дасягае сваіх дакладных верхняйі ніж-

няй мёжаў у некаторых пунктах, то мы маем рацыю

называць дакладную верхнюю мяжу максімальным зна-

чэннем функцыі, а дакладную ніжнюю мяжу -- яе міні-

мальным значэннем на адрэзку [а, 8].



7. ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНАЕ ЗЛІЧЭННЕ
ФУНКЦЫЙ АДНОЙ ЗМЕННАЙ

Калі даводзіцца на практыцы вывучаць зменныя

велічыні, то адным з найважнейшых пытанняў, што пры

гэтым паўстаюць,з'яўляецца задача пра хуткасць змены

разгляданай велічыні. Той раздзел матэматычнага аналі-

зу, які прысвечаны не толькі развязанню гэтай задачы

ў самым агульным выглядзе, але і высновам, што выні-

каюць з яе развязання, называюць дыферэнцыяльным

злічэннем. Яго вывучэннем і зоймемся далей.

7.4. ВЫТВОРНАЯ І ДЫФЕРЭНЦЫЯЛ ФУНКЦЫІ

19. Азначэнне вытворнай. Няхай функцыя ўДх) ёсць

вызначаная на пэўным прамежку Р і пункт ха Р.

Азначэнне 7.1. Калі існуе ліміт

г. ЛадДо)
ітЗ,
ж-кху Х- Хо

то гэты ліміт называецца вытворнаю функцыі
:

7.

усеКх) у пункце хо і абазначаецца Го) або у (хо)

г. зн. .
«еі х)-- Н

ра)(а)ітАЎ, (4)
х-кхо 0

Ужываюцца і іншыя абазначэнні для вытворнай

у пункце. Часам вытворную абазначаюць /; або у» каб

падкрэсліць, што вытворную функцыі Дх) вылічаюць

у кожным пункце х з прамежку існавання вытворнай.

У тым выпадку, калі вытворная функцыі Дх) разгля-

даецца менавіта ў пункце Х--Ха пішуць а Гаю

або (91...
де

Калі розніца х--хузеАх ёсць прырост аргумента
«еі .

ў пункце Хо, а Д)Ко) за Аў ае Аў -- прырост функцыі,

што адпавядае разгляданаму прыросту аргумента Ах,то

роўнасць (7.1) можна падаць у выглядзе
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араўКона)Га)
Падаўа

Азначэнне 7.2. Функцыя усе Дх) называецца дыфе-

рэнцавальнаю ў пункце Х--Хо калі існуе вытворная ((х)).

Функцыя, дыферэнцавальная ў кожным пункце х мноства

Х, называецца дыферэнцавальнаю на мностве Х. Апера-

цыя вылічэння вытворнай функцыі называецца дыфе-

"рэнцаваннем.
Прыклад 7.І. Вылічыць вытворныя функцый Дх)аеС, С--сопзЕ,

і Дх)зех у кожным пункце хе В.

і» Няхай Дх)зеС і х-- адвольны пункт лікавай восі. На падставе

азначэння вытворнай пасля відавочных вылічэнняў атрымаем:

РадІт Аў т САС.
Ахб АХ Ахэб АХ

 

Такім чынам, вытворная сталай функцыі роўная нулю ў кожным

пункце хе К, (С) ед.
Калі Дх)--х, то аналагічна атрымаем:

й Х--АХ)-Х . Ах
РО Ііт ара)х Ііт

эб . АХ Акэб АХ

так што вытворная тоеснай функцыі ў кожным пункце хв Ё роўная

адзінцы, (х)зг І. «
Заўвага 7.І. Калі прамежак Р ёсць замкнёны, у прыватнасці

Р Да, ёі хузга, то ліміт у формуле (7.1) трэба разумець як аднаба-

ковы:

ау н, ТЮд-- Ка)
Га)-ао х-а "

Аналагічна калі хузеб, то

(- шт 92,
дз .0 х--б

Азначэнне 7.3. Калі існуюць аднабаковыя ліміты

іт дЦе) іт а-а),

к-ьху--О Х-- Хо ж-кху-д Х- Хо

то іх называюць адпаведна левай і правай вытворнымі

функцыі ў пункце хусеР і абазначаюць ]'.(хо) і ГуСо).

З параўнання азначэнняў7.І і 7.3, а таксама з азна-

чэнняў ліміта функцыі (гл. заўвагу 6.5) вынікаюць на-

ступныя сцверджанні:
1) калі функцыя Цх) мае ў пункце ху вытворную [(хо),

то гэтая функцыя мае ў пункце хо як левую, так і правую

вытворныя, прычым РадГа(хо) ае Р(хо);
9) калі функцыя Цх) мае ў пункце х, левуюі пра-
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вую вытворныя і гэтыя вытворныя роўныя, то функцыя
Дх) мае ў пункце хо вытворную, прычым Г(хд Р.(хо)зе
па Га.(Хо).

Пададзім прыклад функцыі, якая, не мае вытворнай у пункце.
Няхай Да) з» Іх]. У пункце х--0 існуюць левая і правая вытворныя:

р.(0- іт ДЗЯс ша 2
кю-0 х--0 ды0 Х

, 1::109-- 0) 0 Хх
0) ППА 2.

Г.) а х-0 іп асі

Паколькі Г.(0)5Е Г.(0), то ў пункце х--О функцыяне мае вы-
творнай.

29. Фізічны сэнс вытворнай. Няхай 5: 5(72) ёсць даў-
жыня шляху, які праходзіць матэрыяльныпункт зачас і,
што адлічваецца ад пачатковага моманту і, Аз
га (РЗМ)- 52) -- даўжыня шляху, пройдзенага з мо-
манту ё за прамежак часу А? (рыс:7.1). Велічыню АД5/А;

   

 

5('аю)

Рыс. 7.1

называюць у фізіцы сярэдняй хуткасцю руху за праме-

жак часу Лі, які адлічваецца ад моманту часу і, і абазна-

чаюць 0.2: А5/А:. Ліміт Іт о0:2-о называецца велічынёй
АБ

імгненнай хуткасці руху ў момант часу і. Такім чынам,

вытворная 5'(2)-- 0 ёсць імгненная хуткасць руху пункта

ў момант часу І.
Калі дз-д(4) ёсць колькасць электрычнасці, што пра-

цякае: праз папярочнае сечыва правадніка за час і, то

АдзіАГ)- (1) ёсць колькасць электрычнасці, што

працякае праз гэтае сечыва за прамежак часу ад мо-

манту і да моманту Ё--4:. Тасунак Лд/Аі называецца

сярэдняю сілаю току за прамежак часу Аі абазначаецца

Г. Ліміт Іт /--/ называецца сілаю току ў дадзены
А0

момантчасу І. Такім чынам, вытворная 40): ёсць сіла

току ў момант часу І.

3. Геаметрычны сэнс вытворнай. Няхай функцыя

Хх) мае ў пункце ху вытворную /(хо). Прамую МоМ:

(рыс. 7.2), што праходзіць праз пункты Музе (ха Мо)
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Рыс. 7.2

і М.(х; Мхі)) графіка функцыі ў-2Дх), будзем назы-

ваць сечнаю. Яе раўнанне мае выгляд

уза)А(уа), 72)
Хх

Вуглавы каэфіцыент сечнай прых:-з Хо імк-Ка)- Каа)

хі- Хо

нецца да /(хо), і таму гранічнае становішча сечнай

вызначаецца раўнаннем

у за хо)-Е Г(хо-- Хо). (7.3)

Атрыманыя формулы можна растлумачыць наступ-

ным чынам: калі х, набліжаецца да Хо, то пункт М.

графіка функцыі у гг (х) набліжаецца да пункта Мо.пры

гэтым сечная (7.2) набліжаецца да прамой (7.3).

Прамая (7.3) называецца датычнаю да графіка Функ-

цыі уза (х) у пункце Мо. Вуглавы каэфіцыент датычнай

(7.3) (тангене вугла с, паміж датычнаю і воссю Ох) ёсць

Г(хоў-- іе а.
Такім чынам, вытворная /(хо) ёсць вуглавы каэфі-

цыент датычнай да графіка функцыі усех) у пункце

(хоў (хо).
Наняцце датычнай дае магчымасцьувесці азначэнне

вугла паміж дзвюма лініямі, якія перасякаюцца. Менаві-

та вуглом паміж дзвюма крывымі называюць вугал

паміж іх датычнымі ў пункце перасячэння. У прыватна-

сці, дзве крывыя называюцца артаганальнымі, калі яны

перасякаюцца пад прамым вуглом.:

Прамая, што праходзіць праз пункт (хо; (Хо)і перпен-

дыкулярная датычнай да крывой уз Дх) у гэтым пункце,

называецца нармаллю крывой. Паколькі вуглавыя каэЭ-
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фіцыенты перпендыкулярных прамых адваротныя па
велічыні і процілеглыя па знаку, то

уКарўе)

ёсць раўнанне нармалі да крывой у--Юх) у пункце
(хоў (хо).

Заўвага 7.2. Няхай функцыя Дх) мае ў пункце хо няроўныя
паміж сабою аднабаковыя вытворныя. У такім разе вядуць гаворку
пра левую і правую датычныя да графіка функцыі у--Дх) у пункце
Махо (хо)) з вуглавымі каэфіцыентамі іг аў2-/(хо) і іва(хо)
(рыс. 7.3). Пункт Мо з'яўляецца прыгэтым вуглавым пунктам графіка

функцыі усе Пах).

 

гЯ Х

 

Рыс. 7.3

Калі функцыя ў--Дх) ёсць непарыўная ў пункце

хх і

г П-До) . Юд-Ц о.

Шааее або Шае
то кажуць, што функцыя Дх) мае ў пункце хо бясконцую

вытворную.
Зазначым, што паняцце дыферэнцавальнасці функцыі

замацоўваецца за тымі функцыямі, для якіх ліміт (7.1)

існуе як канечны. Функцыі з бясконцаю вытворнаю

будзем лічыць недыферэнцавальнымі. .

Няхай функцыя ўз: Дх) мае ў пункце Х2- Хо бясконцую

вытворную. У такім разе гранічнае становішча сечнай

(7.2) пры хі-» ху вызначаецца раўнаннем х-- Хо. Сапраў-

ды, калі перапісаць раўнанне (7.2) у выглядзе

Хо

а

С

ХЕТ (у.
Хе хоЕ Юа)-- Кхо) (У Гаа),

то лёгка заўважыць, што
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Іі хі-- Хо
іа ААА
хо ГадКе)

У разгляданым выпадку датычная да графіка функ-

цыі / у пункце (хо (хо) ёсць паралельная восі Оу.

На рыс. 7.4, а--в паказаны выпадкі:

 

о Кад-К) . аБаСуая

а) аааа Ўаа
з п ЛОГс, Іт Ка-Ка) З о,

' жну Х- Хо хан-0 Х- Хо

а 6 8

ў

а » Хх о Хо Х й Юю

Рыс. “7.4

Надалей пад вытворнаю заўсёды будзем разумець

канечную вытворную, калі спецыяльна не абгаворваецца

процілеглае.

4. Дыферэнцыял функцыі. Няхай функцыя

усе Кх) ёсць дыферэнцавальная ў пункце Х- Хо. З фор-

мулы (7.1) вынікае, што розніца

«еі ня о

аро)
ёсць бясконца малая функцыя пры Х-з Хо. Апошнюю

роўнасць можна перапісаць у выглядзе

Гад--Кхоз» Г(аоКа- хо)еххо), (74)

дзе о(х--хоўсеа(хХх- хо) -- бясконца малая функцыя

больш высокага парадку, чым Х-- Хо пры Х-з Хо. Такім

чынам, усякая дыферэнцавальная ў пункце Хо функЦЫЯ

Хх) мае выяўленне паводле формулы (7.4). .

Няхай Ах ёсць прырост аргумента ў пункце Хо, а Ау-

адпаведны прырост функцыі, тады роўнасць (7.4) можна

падаць у выглядзе
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АуР(хАхр (АХ). (7.5)

Заўвага 7.3. Калі прырост Ау функцыі уз Дх) у пункце х--х,

можна падаць у выглядзе з

АуДх)- хадАхха)-Ро(х- ха),

дзе А ёсць канстанта, а Дх) -- дыферэнцавальная ў пункце ху функцыя,
то АЕ (хо).

Ю) Сапраўды,

Год іт ДЭ)за [іт Аахрос”х) аз

хэку Яс д-нхо Х-- Хо

Літ(аЗА.
ж-кхо х--Хо .

Тэарэма Т.І. Калі функцыя К) ёсць дыферэнцаваль-

ная ў пэўным пункце, то яна непарыўная ў гэтым пункце.

О Няхай функцыя Дх) ёсць дыферэнцавальная ў

пункце ху. Згодна з роўнасцю (7.4), маем:

іт ДзеДхо)-НІіт (хох

-

хо)Гт о(х- хо)ехе),
хх хххх

што азначае непарыўнасць функцыі Дх) у пункце хо. Ф

Заўважым, што адваротнае да тэарэмы 7.1 сцвер-

джанне непраўдзівае, г. зн. з непарыўнасці функцыі

Хх) у дадзеным пункце хо не вынікае, агульна кажучы,

дыферэнцавальнасць функцыі Дх) у гэтым пункце.

Прыкладам можа паслужыць функцыя ўз Іх], якая ёсць непарыў-

ная ў пункце х--О, але не мае вытворнай у гэтым пункце.

Такім чынам, непарыўнасць функцыі ў пункце ёсць

умова неабходная, але не дастатковая для яе дыферэнца-

вальнасці ў гэтым пункце.

Цяпер зноў вернемся да роўнасці (7.5) і засяродзім

увагу на лінейнай у дачыненні да Ах частцы прыросту

функцыі. : :

Азначэнне 7.4. Галоўная лінейная частка прыросту

дыферэнцавальнай у пункце Хо функцыі (х) называецца

дыферэнцыялам функцыі Дх) у пункце Хо і абазначаецца

4у або а, г. зн.

ау арках. (7.6)

Дыферэнцыял ёсць галоўная частка прыросту функ-

цыі ў тым сэнсе, што, згодна з формулаю (7.5),

ду-ву (Ах),
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іншымі словамі, розніца Ду--ву ёсць бясконца малая

функцыя больш высокага парадку ў параўнанні з Ах.

Часам бывае больш зручна пісаць ахо) або діцх)).

Няхай Дх)зех. Згодна з формулаю (7.6), атрымаем:

захАхАх.

Па гэтай прычыне дыферэнцыялам незалежнай зменнай
«еі

х называецца прырост гэтай зменнай: ах Ах, а таму

формула (7.6) набывае выгляд

аурдак.. (17)

Заўвага 7.4. З формулы (7.7) вынікае, што годау/ах, а таму

вытворную /” абазначаюць таксама ау/ах або а//ах.

З улікам роўнасці (7.7) формулу (7.5) можна перапі-

саць інакш:

Абхо)зеРах(ах)ахо)-Е (ах).

Дыферэнцыял функцыі мае зусім просты геаметрыч-

ны сэнс. З трохвугольніка РУМо (рыс. 7.5) атрымоўваец-

ца РМ-гіе вАхГ(хАхэе Чу. Такім чынам, дыферэн-

цыял функцыі Дх) у пункце хо, які адпавядае прыросту

Ах незалежнай зменнай у гэтым пункце, роўны прыросту

ардынаты датычнай да графіка функцыі уз Дух) у дадзе-

ным пункце Хо.

Я   рах)

Рыс. 7.5

Не варта думаць, што заўсёды прырост функцыі Аў

большы за дыферэнцыял 4у. Так, на рыс. 7.6 Аусу.

Калі ў формуле (7.4) адкінуць складнік о(х-- хо), то

атрымаем набліжаную роўнасць '

. ЮдаЦа)(Хаэхо),
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Рыс. 7.6

якая скарыстоўваецца для набліжанага вылічэння зна-

чэнняў функцыі /(х) прых, блізкіх да Хо.

Напрыклад, для набліжанага вылічэння кораня п-й ступені возь-

мем функцыю Дх) зе (І ху”, пе М. Калі хозгО, то Дд) 21, Р(0)-- 1/п.

У такім разе адпаведная формула набывае выгляд

14-х а ф75

У прыватнасці,

З З З

М127 -- М1954-:2 Ь.511-:2/125 аз [1-8 1].

з

Такім чынам, У1927 225,026. .

7.2. ПРАВІЛЫ ДЫФЕРЭНЦАВАННЯ

1”. Дыферэнцаванне сумы, розніцы, здабыткуі дзелі.

Для вылічэння вытворнай рацыянальных функцый выве-

дзем правілы дыферэнцавання сумы, розніцы, здабытку

і дзелі.
,

Тэарэма 7.2. Калі функцыі Гі в ёсць дыферэнцаваль-

ныя ў пункце х, то іх сума [--а, розніца [-.е, здабытак[8

і дзель /а (у апошнім выпадку пры ўмове е(х)з50) так-

сама дыферэнцавальныя ў гэтым пункце, прычым:

 

(де)(а), (7.8)

(Дад)зе Раде(а)Це(а), (7.9)

(19)ааава.
(7.10)

с(х) (в(«)Ў

О 1. Няхай узгДх)зе(х), тады

дусе(ДаАхуе в(х-- Ал) (Ца)зв809);
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(Дх-рАх)- Ка)(в(х-Е Ах)(ад)
га АДх)ЗЕАху Ав(х),

адкуль

іт АЎіт АрдаітА3 Ііт аа)
дб АХ дзю Ах Ахоб АХ Ахэр АХ

Паколькі функцыі / і р ёсць дыферэнцавальныя

ў пункце Х, то

. А 7 з; А ,

аАаае (х), пуЗан (х),

а таму

; Аў ў, ,
тд(ада).

Гэта азначае дыферэнцавальнасць функцый /-Ега у пунк-

це х і праўдзівасць формулы (7.8).

9. Калі уз Йх)е(х), то

ДузаКаз Ах)а(х р Ах)--Ке)
КЦАх)-Кад)е(хЕ Ах) КаХв(х-нАх)- 8(2))-;

2 а(х-рАхАЦа)З а)Ав(а).

Адсюль атрымліваем

Ау. Аба) Ад(х)а Ша а(нАхд (741) 

Паколькі дыферэнцавальная ў пункце х функцыяа,

згодна з тэарэмаю 7.1, ёсць непарыўная ў гэтым пункце,

то іт г(х--Ах)зе (Хх). Пераходзячыў роўнасці(7.11) да
Ахб

ліміту пры Дх--0, атрымаем

Аўр АКХ)І; ... Дах)

аМаўСАДа
або

Узе Р(х)е(х)-Ке(а),

што азначае дыферэнцавальнасць здабытку ў пункце

х і праўдзівасць формулы(7.9).

3. Разгледзім нарэшце функцыюўДх)/е(х). З дыфе-

рэнцавальнасці функцыі я у пункце х вынікае яе непа-

рыўнасць у гэтым пункце. Паколькі 9(х)520, то, згодна

з лемаю 6.1 пра захаванне знака непарыўнаю функцыяй,

для дастаткова малых Ах таксама р(х-- Ах) 360. Па гэтай

прычыне ўсе разгляданыя далей дробы маюць сэнс:
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лу.(ленае.ка), лекамаа- пашана
Ах” Ах (р(х--Ах)  а(х) в(а)а(хЗ- Ах)Ах

С ЧасрА-де)ЦаХе(кА)в(х))
г(д)е(х --Ах)Ах “
Ах) Ав(х)

С Ба) ааПа

в(х)е(х-р Ах)

Калі перайсці ў гэтай роўнасці да ліміту пры Ах-» 0, то
атрымаем

уа(Р(адва)-КеМ(е(х)),
гэта азначае, што дзель //е ёсць дыферэнцавальная
ў пункце х, і для яе праўдзіцца формула (7.10).

Заўвага 7.5. Калі ў формуле (7.9) узяць р(х)2 С, С--сопві, то

а(а)седі
(сроС(а),

г. зн. сталы множнік можна выносіць за знак вытворнай.

Заўвага 7.6. З формулы(7.9) пры Дх)зе І атрымліваецца важны

прыватны выпадак правіла дыферэнцавання дзелі

іу 1,
[25] заа

Заўвага 7.7. Арыфметычнай камбінацыяй функцый будзем на-

зываць выраз, які атрымліваецца пры дапамозе арыфметычных дзеян-

няў з функцыямі: складання, адымання, множання і дзялення. З тэарэ-

мы 7.2 вынікае, што арыфметычная камбінацыя з канечнага набору

дыферэнцавальных функцый, калі яна мае сэнс, ёсць дыферэнца-

вальная. : :

Заўвага 7.8. З формулы(7.7) і з тэарэмы7.2 вынікаюць наступ-

ныя правілы вылічэння дыферэнцыялаў функцый:

арьа)аў-аве,
Ц/а)- ва]з- (аг,

а(2]Я (ано)
8 Е

29, Дыферэнцаванне складанай функцыі. Выведзем

так званае ланцуговае правіла вылічэння вытворнай

складанай функцыі.
Тэарэма 7.3. Калі функцыі ф(х) і Кі)-- дыферэнкца-

вальныя адпаведна ў пунктах хх і ізз іў, дзе Гуза Ф(Хо),

то складаная функцыя уз Кф(х)) ёсць дыферэнцаваль-

ная ў пункце хх, прычым

У(хо) н Г(ФходуФ(ха). (7.12)
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[2] З прычыны дыферэнцавальнасці функцыі ф.х) у

пункце Хгхо адпаведна формуле (7.4) атрымаем

сад--дт(еКк-ю)нах-х) (718)

Паколькі функцыя Д) ёсць дыферэнцавальная ў пункце

І, то

Д-даРКРв(- іо). (7.14)

Бясконца малую функцыю с(і--і) больш высокага

парадку ў параўнанні з Ё-- іо можна запісаць у выглядзе

о(і-- іў за (ЁЦЁ-- іо), дзе а(4) ёсць бясконца малая функ-

цыя пры і-із. Прыгэтым з роўнасці (7.14) атрымлі-

ваецца, што

К-К
ад

іо)
а А Ге),

таму а(2) не вызначаная пры (1:1.; Калі ўзяць значэнне

«(іг) роўным нулю, то функцыя а(г) будзе непарыўнаю

ў пункце 9.

Беручы ў розніцы (714) г(а), Гуза (хо), згодна

з формулаю (7.13), атрымліваем:

Кеб)Ка)(Мао)ае)Фа)-«ход

(пада)а(фад)КееХх-- хо) 9(г-- хо);

Калі хэёХа, то

абазрасча[чсад:9522].

Паколькі с(4) ёсць непарыўная функцыя ў пункце

н І. то

[іт пес)(Іа «а зеа(і)са 0,

і таму з папярэдняй роўнасці пасля пераходу да ліміту

пры х--0О атрымаем

. у(хо) се Г(Фхо))т(хо). В

Вынік. Дыферэнцыял функцы! уз К«) мае адзін і той

самы выгляд .

адГах, (7.15)

як у выпадку, калі х ёсць незалежная зменная, Так

і ў выпадкі, калі х - дыферэнцавальная функцыя нейкай

іншай зменнай.
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О Няхай х--ф(д) ёсць дыферэнцавальная функцыя
«еі

незалежнай зменнай ё, тады уАФ(9))-- 1). Паводле
правіла дыферэнцавання складанай функцыі

2(0)Р(Ф)хесі),

адкуль, згодна з азначэннем дыферэнцыяла,

ву(баіР)а.
Паколькі Ф(аах, то ауГадФЬ(хах,

г. зн. формула (7.15) застаецца праўдзіваю пры замене
х на Ф(?). Гэтую ўласцівасць называюць іяварыянтавасцю
формы дыферэнцыяла. Ю

Заўвага 7.9. Правіла дыферэнцавання складанай функцыі
Кех)) звычайна запісваюць у выглядзе

(Код)(ед)(а).

Апускаючы аргумент і карыстаючыся абазначэннем вытворнай як

тасунка дыферэнцыялаў, правіла дыферэнцавання складанай функцыі

ак(у)Кф(х)) можна запісаць так:

2 ага :
оць або 2,2.

39. Дыферэнцаванне адваротнай функцыі. Дзеля вы-

лічэння вытворных адваротных трыганаметрычных функ-

цый выведзем агульнае правіла дыферэнцавання адва-

ротнай функцыі. '

Тэарэма7.4. Калі строга манатонная і непарыўная на

адрэзку Р функцыя усх) ёсць дыферэнцавальная

ў пункце хусгР, прычым [(хо)з50, то адваротная функ-

цыя хе о(у) ёсць дыферэнцавальная ў пункце Ууз- (хо) і

1
7 ПЕ ман 7.16

4 (уо) . Ро) ( )

С На падставе тэарэмы6.10 функцыяг ёсць непарыў-

ная на адрэзку ДР) (значэнняў функцыі Дх), калі яе

аргумент змяняецца на адрэзку Р), таму іт в(9)-
сю

З п(уо)сехо. Паколькі функцыя Дх) -- непарыўная ў

пункце ху, то пры х-» хо Дх)-»хо) або у-» уо. З прычыны

строгай манатоннасці функцый Дх) і г(х) для кожнага

значэння хэ2 ху адпаведныя значэнні функцыі Дз) такса-

ма няроўныя: /(х)зе хо) або у зё уо- Такім чынам, маюць

месца наступныя роўнасці:

г-ая)

о

хх о ў. Цд-Цо)

ў- бо "КОКа) хх “
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Паколькі пры х-»хо існуе ліміт правай часткі гэтай

роўнасці і ён роўны І/(хо), то існуе і ліміт левай часткі

(пры у-у) і ён роўны а“(ўс). Тым самым роўнасць

(7.16) даказана. О

Разгледжаная тэарэма мае просты геаметрычнысзне.

Вуглавы каэфіцыент датычнай да графіка функцыі

уе Кх) у пункце (хо; Ио) ёсць Г(хо)ззіе а. (рыс. 7.7),

а вуглавы каэфіцыент датычнай да графіка адваротнай

функцыі х-га(у) у пункце (уо хо) роўны а(уд)Ёе В.

Такім. чынам, роўнасць г'(уо) за МР(хо) выяўляе геамет-

рычна той факт, што ів Ва-1/ів «. Гэта сапраўдытак,

бо а--Ваел/2.

 

 

Рыс. 7.7

49, Дыферэнцаванне параметрычна зададзеных функ-

цый. Няхай на адрэзку Т лікавай восі і зададзены дзве

функцыі:

прычым функцыя ф(4) ёсць непарыўная і строга мана-

тонная. Тады яна мае адваротную функцыю гах),

вызначаную на адрэзку (Т). Разгледзім складаную

функцыю

Мф(х)),

якая вызначаная на мностве Ф(7). Пры гэтым кажуць,

што функцыя Дх) зададзена роўнасцямі (7.17) пара-

метрычна. Зменную І называюць параметрам.

Тэарэма 7.5. Калі строга манатоннаяі непарыўная на

адрэзку Т функцыя х-гф(і) ёсць дыферэнцавальная

ў пункце іе

Т

іФ(і9)520, а функцыя узеЧЦі), вызначаная

на адрэзку Т,-- дыферэнцавальная ў пункце іб то скла-

даная функцыя ЮЦх)узе4(х)) ёсць дыферэнцавальная

ў пункце хосее(іс) і
(аа) зе Ў(Фі). (7.18)
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Я Згодна з тэарэмаю 7.4, адваротная функцыя
і--(х) ёсць дыферэнцавальная ў пункце х. і

Х(хо)ь Іф(ід), бзеіхо). (7.19)

На падставе тэарэмы7.3 складаная функцыя Дх)-»
ггар(у(х)) ёсць дыферэнцавальная ў пункце хі), прычым

РФО(хЖ(ко)е(іх(хо),

адкуль з улікам роўнасці (7.19) атрымаем формулу
(7.18). Юі

5”. Няяўная функцыя і яе дыферэнцаванне. Няхай
значэнні дзвюх зменных х і ў звязаны паміж сабою
пэўным раўнаннем

Р(х, ц)сз. (7.20)

Кажуць, што функцыя ў: Дх) зададзена няяўна раў-
наннем (7.20), калі пры падстанове ў яго замест зменнай
у яе выразу Дх) атрымоўваецца тоеснасць у дачыненні да
зменнай х.

Так, напрыклад, раўнанне

; 410 (721)

няяўна вызначае дзве элементарныя функцыі:

ўз 1-7, уаМІ,

бо пасля іх падстановы ў роўнасць (7.21) атрымаем тоеснасць

АЦ(1--9)-150.

Трэба заўважыць, што тэрмін «няяўная функцыя»

характарызуе не сутнасць функцыі, а толькі спосаб яе

задання. Так, кожную яўную функцыю ўзеДх) можна

заўсёды падаць як няяўную у-- Дх):5 0. ..

Далей пакажам правіла дыферэнцавання няяўнай

функцыі, не пераўтвараючы яе ў яўную, на прыкладзе

няяўнай функцыі, што вызначаецца раўнаннем (7.21).

Калі у ёсць функцыяад х, то роўнасць (7.21) ператвараеццаў тосс-

насць. Дыферэнцусм гэтую тоеснасць па х, карыстаючыся правілам

дыферэнцавання складанай функцыі, і атрымаем дх- 2цу' з, адкуль

Уза --Х]ц.
.

Заўважым, што калі мы прадыферэнцуем адпаведную яўную

функцыю уз Мі- Ў, то атрымаем ў --х/У1-х зн --х/у, г. зн.

той самы вынік.
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1.3. ДЫФЕРЭНЦАВАННЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦЫЙ

17. Вылічэнне вытворных элемейтарных функцый.

Атрымаем формулыдля вылічэння вытворных асноўных

элементарных функцый.
'

1. Вытворная лагарыфмічнай функцыі. Няхай ў

А Іое,х (ад, азё1, х2»0). Для кожнага дастаткова

малога Лхэёд і для кожнага фіксаванага х»О выканаем

наступныя пераўтварэнні:

ду. Іора(х-рАх)-Іов.х о 1 Ах).

аадатЎ»
І х Ах 1 Ах х/ах

21 юг, [1-5 Нвв, [5]
-

Калі ўзяць ё--Ах/х, то 1-50 пры Ах--0, паколькі

значэнне Хх ёсць фіксаванае. На падставе грунтоўнага

ліміту (6.31) маем.

іт [14“іт:-е.
АК--О Хх 0

Згодна з азначэннем вытворнай, з прычыны непарыў-

насці лагарыфмічнай функцыі атрымаем

 

А11; аха

(Това 2) тах 5.т, Ів, (н х ] “

1 акулы, 1 и
- ІІов, [з [14 2) - ор еса т.

У прыватнасці, (Іп х) е 1/х.

9. Вытворная паказнікавай функцыі. Для вылічэння

вытворнай функцыі ўзга” (ась 0, азе 1) скарыстаем тэа-

рэму 7.4 пра дыферэнцаванне адваротнай функцыі.

Функцыя усза”, хе К, ёсць адваротная да функцыі

Хх Іор, у, ус... Паколькі для функцыіх 2108, ў ВЫКОН-

ваюцца ўсе ўмовы тэарэмы 7.4, то, згодна з гэтай тэарэ-

маю, функцыя а" ёсць дыферэнцавальная ў кожным

пункце х, дзе хз2108, У. На падставе стасунку (7.16) для

яе вытворнай у гэтым пункце справядлівая формула

(ау і гзу!Іпаі] «зза'Іпа.

(ов, 9) ІДу Іпа) ўз“

У прыватнасці, (“У е“.

З. Вытворная ступеневай функцыі, Вытворную функ-
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цыі усех" (х»О, ве К) можна вылічыць на падставе
9 з : з . 1

асноўнай лагарыфмічнай тоеснасці рэа“ і тэарэмы
7.8 пра дыферэнцаванне складанай функцыі::

(хч) (е" Іп “Уе" ў ах аха,

(Калі выкарыстоўваць абазначэнні тэарэмы 7.3, то

Ке! фх)ёв. Іп х.)
4. Вытворныя трыганаметрычных функцый. Калі

у-зіп х, то

Аў віп (хр Ах)- віп ха-2 зіп (Ах/2) соз (х-- Ах/2).

Паколькі функцыя соз х ёсць непарыўная на К, то

Ііт соз (х-- Ах/2)--созх.
Адк-» 0

Згодна з азначэннем вытворнай, на падставе трыгана-

метрычнага грунтоўнага ліміту (6.36) маем:

віп (Дх/2)а на А ;
(зіп х)' 25 Іт зШасоз (х-рАх/92) Ііт Ах/?

Ад--0 АХ Ах б

зн с05Х.

Вытворную функцыі ў--созх можна вылічыць Як

вытворную складанай функцыі, карыстаючыся форму-

лаю вытворнай сінуса: '

(соз х) “-(зіп (п/2-- х))зе сов (л/2--хХл/2--х)

гы --віп Х.

Для вылічэння вытворнай функцыі усзёсх выка-

рыстаем формулу (7.10):

 

  

 

, зіпх)” сов? х-рзіп”х 1
(із х) а Ц-- а АНА ы а?

со5 Х соз” Х соз” Хх

л
Хх5 Д'яй, г е2.

Аналагічна атрымаем:

(сіг хУ созх]”  --зіпх--соз'х І
с Хх) шы дш -- ”

е зіп Хх зіп” х зіп? х”

хэёлё, не 2..

5. Вытворныя адваротных трыганаметрычных функ-

цый. Паколькі функцыя усх агсзіп Х (- Іаха1) ёсць

адваротная да функцыі хзззіп у (--п/2учп/2), то,

згодна з тэарэмаю 7.4,
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1 1

   

1

(зіп у) соз ў М1- іп” ў

АА (ХІ ахі).а

Аналагічна атрымаем:

1 1 1

(агссоз х)22 шш -- зы
(соз и)” зіп У М1- сов? и

1
аа (-І«х«і).

М1--9 , І;

Функцыя ўзагсіе х (хег В) ёсць адваротная да функ-

цыі хагіву (--я/2««ул/2). На падставе тэарэмы

7.4 справядлівыя роўнасці:

(агсзіп х)зе

 

5іп ўсех

  

 

 

соз ўсех

  

 

 

1 1 1
агсіе ху з сов? цака ша

(аге ХУ аў Ў, 1
Аналагічна

; 1 ; 1

1 п дш 2 АММ
ы.

(агссіе х) ае зіп-ў граадва

1

от
6. Гіпербалічныя функцыіі іх вытворныя. Функцыі,

што задаюцца формуламі (е'--е7)/21 (е"4-е7")/2, назы-

ваюцца адпаведна гіпербалічным сінусам і гіпербаліч-

ным косінусам і абазначаюцца зпх і сВх:

ве хх аеі” ох іх
ве-её е Ч'е

зр Хх , СВ Хзе гэ.

 

Гэтыя функцыі вызначаныя і непарыўныя на К, прычым

сн х- цотная функцыя, а 5й х -- няцотная функцыя.

Графікі функцый у-ь5рх і узсгспх пададзены на

рыс. 7.8.
Функцыі 58 х і сп х маюць уласцівасці, падобныя да

ўласцівасцяў трыганаметрычных сінуса і косінуса. Так,

напрыклад, маюць месца наступныя формулы:

сп” х-- 8? хэ, (7.22)

сп 2х-1 ср дх-р12...5 , СП Хе г“

  

9 ср хсй ха-5й ЭХ, 58” хае

Праўдзівасць пададзеных формул выводзіцца з азна-

чэння гіпербалічных функцый збх і ср х.

с Назва «гіпербалічныя функцыі» тлумачыцца тым,

што раўнанні ХаксН 1, узз5й і, іег Ё, з'яўляюцца, згодна
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Выс. 7.8

з формулаю (7.22), параметрычнымі раўнаннямі правай
галіны гіпербалы х'-- ў” 221, падобна да таго, як раў-
нанні ха со5 й, узезіп й, бае 2л, ёсць параметрычныя
раўнанні акружыны 7” --у“--1, з прычынычаго для
трыганаметрычных функцый ужываецца назва «круга-
выя функцыі».

Па аналогіі з трыганаметрычнымі функцыямі гіпер-
балічныя тангенс і катангенс азначаюцца формуламі:

«еў 5Вх «еў

ха , СШ ха
сё Хх

ср Хх
  

5 х”

Функцыя ір х ёсць вызначаная і непарыўная на К,
а функцыя сійх--на В з праколатым пунктам х-д.
Абедзве функцыі -- няцотныя, іх графікі пададзены на
рыс. 7.9 і рые. 7.І0.

 

 

Рыс. 7.9 7

На падставе азначэння гіпербалічных функцый,тэа-

рэмаў 7.2 і 7.3 і правіла дыферэнцавання паказнікавай
функцыі атрымаем наступныя формулы для вылічэння
вытворных гіпербалічных функцый:
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(зр ху аа [а ]- Ее” аспх,

  

(сп ху з е ]- «Се Зврх,

 
Рыс. 7.10

Заўвага?.10. З доказаў формул, разгляданыху гэтым парагра-

фе, вынікае, што асноўныя элементарныя функцыі ёсць дыферэнца-

вальныя на сваіх абсягах вызначэння, за выключэннем функцый

агсзіпх і агссозх, якія пры хае] і хаг-І маюць бясконцую ВЫ-

творную.

99, Табліца вытворных асноўных элементарных функ-

цый. Даказаныя ў гэтым параграфе формулы дазва-

ляюць вылічыць вытворныя складаных функцый, якія

атрымліваюцца ў выніку арыфметычных дзеянняў з Эле-

ментарнымі функцыяміі шматразовых падстановаў ад-

ных элементарных функцый у іншыя.

Напрыканцы пададзім табліцу формул для вытвор-

ных складаных элементарных
функцый. Ва ўсіх ніжэй
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пададзеных формулах и--шх) ёсць дыферэнцавальная
функцыя ад незалежнай зменнайх, а и” - яе вытворная:

1) (СУ 0, С: сопзё 2) (пуай, вев;

3) (а?)Э” а (МуЭа” и» 0;

5) (ау а'“Іпа-и, а, азі; :
б) (геш;

7) (Ів,
шІпа

8) (Іпа) г и» 0;

 , 820, азі, ий;

 
 

9) (зіп и) сов и-и”; 10) (соз й) 2 --віпи-ш”;

1) (іш 12) (саў - -Ь-;
СсО5 и “ 5іп й

13) (агсзіп и)А, [гіу! А
ш

14) (агссоз ду-- г ІБ
М1- а

15) (агсів и)Т 16) (агссёв йу -
,

 
 

та
17) (зр д)сп и.и”; 18) (сп и)58 и.и;

(да ш. д и”19) (ау аг 20) (сіп и) 42:

Заўвага 7.11. Пры вылічэнні вытворнай ступенева-паказнікавай

функцыі узашх)'ё), дзе шх)'і о(х) -- дыферэнцавальныя на некаторым
прамежку Р функцыі і цх)2»0 на Р, нельга карыстацца формуламі

2 і 5 табліцы вытворных. У такім разе выкарыстоўваюць асноўную

лагарыфмічную тоеснасць:

 

 

(хўРеду(ед Ія дуг“? Іп (ж) [эе [а ца)-: ш(х) т аш

аац(хуе) [г«? Іп ш(х)-р е(х) “а ;

Такім чынам, І

(ц?) сец?Іп ио”рой”.

7.4. ВЫТВОРНЫЯ І ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЫ ВЫШЭЙШЫХ ПАРАДКАЎ

19. Паняцце вытворнай п-га парадку. Няхай функцыя

у-5 Дх) мае на прамежку Р вытворную. Значэнне вытвор”

най /“(х) у кожным фіксаваным пункце х ёсць пэўныЛІК,

і, значыць, вытворная /(х) з'яўляецца функцыяй ад

347



незалежнай зменнайх. Калі функцыя Г(х) ёсць дыфе-

рэнцавальная ў пункце хв Р, то яе вытворную назы-

ваюць другой вытворнаю або вытворнаю другога парад-

ку функцыі [(х) у гэтым пункце і абазначаюць /“(хо) або

7У (аа).
Такім чынам,

ве. (а) (ао)
(хо) за ітТА

хх Хх- Хо

Вытворную ад другой вытворнай функцыі Г назы-

ваюць трэцяй вытворнаю або вытворнаю трэцяга парад-

; і Й (3)

ку функцыі ў у пункце Хо абазначаюць (хо) або Г “Цхо).

Такім жа чынам уводзяцца вытворныя ўсіх наступных

парадкаў.
Дапусцім, што функцыя Хх) мае на прамежку Р вы-

творныя/(х), /"(Х), ..» раз!Хх). Калі ў пункце хуе Р існуе

вытворная функцыі/"“'(х), то яе называюць вытворнаю

п-га парадку функцыі (х) у пункце Хо і абазначаюць

ў“(хо) або Ужо.
Такім чынам, калі функцыя [2 мае ў пункце Х вы-

творныя да пй-га парадку ўлучна, то

4 «еі а. , , д--1) ФА .. п-1)

ра Ў З» ПітаІрадЧа,
Ая 4

“Гэтая формула праўдзіцца для ўсіх пе М, калі лі-

чыць, што вытворная нулявога парадку супадае з самою
еі

функцыяй, г. ЗН. ГЭКху-- Мах). Заўважым таксама, што

парадак вытворнай пазначаюць ў дужках для таго, каб

яго нельга было палічыць за паказнік ступені.

Функцыю, якая мае ў кожным пункце мноства Х вы-

творныя да п-га парадку ўлучна, называюць п разоў

дыферэнцавальнаю на мностве Х

Калі функцыя мае на мностве Х вытворныя ўсіх

парадкаў, то яе называюць бясконца дыферэнцавальнай

на мностве Х.

Напрыклад, функцыя уже" ёсць бясконца дыферэнцавальная на

ўсёй лікавай росі.

2е. Формула Ляйбніца. Калі функцыі и і о маюць

у пункце х вытворныя п-га парадку, то функцыя /Ли-- ие,

дзе А і и -- канстанты, таксама мае вытворную п-Га

парадку ў пункце х, прычым

«аш роў?а?рна”.
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Праўдзівасць формулы даказваецца метадам матэма-
тычнай індукцыі на падставе азначэння вытворнай л-га
парадку і адпаведнай формулы для першай вытворнай.

Для здабытку функцый (и і с адпаведная формула мае
больш складанывыгляд. Менавіта мае месца наступная
тэарэма, дзе падаецца так званая формула Ляйбніца".

Тэарэма 7.6. Калі функцыі и і о маюць у пункце
х вытворныя п-га парадку, то функцыя ио таксама мае
ў пункце х вытворную п-га парадку, прычым

п

(цоў? Б Сішач-?, (7.28)
6-0

ЬЬ п!

дзе Сі асі
СІ Дакажам формулу (7.23) метадам індукцыі. Пры

лп-І гэтая формула праўдзівая, бо

(шоў?СЮСірцоЗшо(цо).
Няхай формула Ляйбніца праўдзіцца для вытворнай

парадку пт- І, г. зн.
т-1

(шо) У С шадт-1-п. .
к-0

Дакажам праўдзівасць формулы для вытворнай парадку
пзст, дапускаючы існаванне вытворных й”?і 077, Па-
колькі функцыі й і о маюць вытворныя да т-га парадку

ўлучна, то будуць справядлівымі наступныя пераўтва-
рэнні: п.

-- біномныя каэфіцыенты.

тэ ,

(шоў? ((цоў"Ру [І Ж Сешвед]
Е-0

тп-іІ т-іІ
наў ЗШв-Ін У Сі.(шо Ё Ву У Сі. (аеа” МЕ

Ё-0 6-0 :

ті
я АЕ:ао” В) х Сі,шта” М

2-0

т--г] : '

4: 5 Се. шда””?, (7.24)
ёй

У першай суме з правай часткі гэтай роўнасці вылучым

асобна апошні складнік, а ў другой -- першы і памен-

шымна адзінку індэкс сумавання ў першай суме. Атры-

маем:

 

“ Ляйбніц Готфрыд Вільгельм (Іеірпі2 аоНігіед УіІреіт, 1646--

1716) -- нямецкі філосаф, матэматык і фізік.
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т-!
т-2

ПЕ 1 ЗПЕ-І
ў сь.шата" в-). У сёт Мб" Уда

0
ко

.

2”сьшб"шо, (725)
к-1

п-і
т-і

5; сь.шата ў сешо”, (7.26)

Е-:0
Е-1

Такім чынам, калі ў правую частку роўнасці (7.24)

падставіць замест сумаў іх выразы са стасункаў

(7.25) і (7.26), то атрымаем

' т-і

(шоўуба. ў (сь. салвачА-а,

в-іІ

Карыстаючыся роўнасцю(144) сёСТА Сиьа так-

сама роўнасцямі С» 1 Ст--1, атрымаем:

” т-

(шоў?Сач"
у Саша.

ві '

“т

4- Саша? Б Сіда,
к-0

што і даказвае праўдзівасць формулы (7.23). Ю

39. Формулы вылічэння п-х вытворных некаторых

функцый. Карыстаючыся формуламі вылічэння вытвор”

ных элементарных функцый, выведзем адпаведныя фор-

мулы для вытворных п-га парадку.

1. Вылічым п-ю вытворную ступеневай функцыі усех"

(х»О, «еК). Падлічваючы паслядоўна вытворныя,

атрымаем:

у зах”, у” зва, -- 1)х"7, у”зга 1(а--2х“7”, ц.

Адсюль лёгка выводзіцца агульная формула

(хаўмга(а-2-1)-(апр 1х7”.

У прыватным выпадку, калі вазе тв М, то (х"УРт,

(х"Уу?0, дз» т. Такім чынам, п-я вытворная мнагаскла-

ду т-й ступені роўная нулю для ўсіх х пры по» т.

9. Калі вылічыць паслядоўна вытворныя паказніка-

вай функцыі уза" (а-»0, азе 1), то атрымаем:

усва“ Іпа, у”зга' Іпа, у”-га'Іпа, ...

Адсюль выводзіцца агульная формула
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(а“Уаг Іп" а.

У прыватнасці, (еУ7--е“,
З. Пры паслядоўным вылічэнні вытворных функцыі

узвзіп х маем:

Узе соб хе віп (х--л/2),
У”зе со5 (х- п/д)-- віп (х-- 2л/2), ...

Такім чынам, дыферэнцаванне функцыі ў--зіп х дадае
да аргумента гэтай функцыі велічыню л/2. Адсюль
атрымліваем формулу

(зіп ху? віп (х-Елл/9).

Аналагічна

(сов ХУсов (х-. лп/9).

Калі а--соп5і, то:

(зіп ах)"а" зіп (ах-р лп/2),

(соз ах)? -- а" сов (ах-- лп/9).

Заўвага 7.12. Строгі доказ разгляданых формул вылічэння

п-х вытворных вымагае скарыстання метаду матэматычнай індукцыі.

4. Калі функцыя у--Дх) зададзена параметрычна

раўнаннямі ха ф(д), узад) і ёзеу(х) ёсць адваротная

функцыя для функцыі ф, то вытворная функцыі Дх) вы-

значаецца паводле формулы (7.18);

Гадфе, (7.27)
] д а

Калі функцыі Ф.) і (2) маюць вытворныя другога

парадку, то, карыстаючыся формулаю (7.12) для вылі-

чэння вытворнай складанай функцыіі беручыпад увагу,

што ? ёсць функцыя ад х, атрымаем:

пу. А ару а (Ў (9)аў(адах (св) з аг (90) а
С УбббеЧОЎ(0Ф(0-906д (798)
“ гаў 9? («оў

Аналагічна падлічваюцца вытворныя ГЦ«), “Цх), ....

5. Спосаб вылічэння вытворных вышэйшых парадкаў

ад няяўнай функцыі пакажам на прыкладзе няяўнай

функцыі, разгледжанай у п. 5” ў 7.3.

прычым
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Няхай функцыя зададзена раўнаннем (721)

ада10.

Прадыферэнцуем гэтую роўнасць па х, улічваючы, што ў ёсць

функцыя ад Хх, і атрымаем

Уза Ху.
(17.29)

Гэтую роўнасць зноў дыферэнцуем па Хх, зважаючы на тое, што у ёсць

функцыя ад Х:

н. Я - аАы 
Ў

Падстаўляючы сюды замест у яго выраз з роўнасці (7.29), атрымаем:

у”ааВАММЕ.

Калі прадыферэнцаваць апошнюю роўнасцьзноў па х, то знойдзем

у” і г. Д.
:

4”. Дыферэнцыялы-вышэйшы
х парадкаў. Няхай функ-

цыя ўсе Дх) ёсць дыферэнцавальная ў кожным пункце

х пэўнага інтэрвалу. Тады яе дыферэнцыял ау(ах,

які называюць таксама першым дыферэнцыялам функ-

цыі /, залежыць ад дзвюх зменных Х і ах.

Калі дыферэнцыял ах, які супадае з прыростам Ах

незалежнай зменнай х, не змяняецца (зафіксаваны), то

дыферэнцыял аў ёсць толькі функцыя ад Хх. Дыферэн-

цыял гэтай функцыі, Г. ЗН. дыферэнцыял ад Рах, дзе

ах -- канстанта, называецца другім дыферэнцыялам або

дыферэнцыялам другога парадку функцыі уз Ка) У

пункце х і абазначаецца Фу або Ф]. Прыгэтым дамаў-

ляемся, што пры вылічэнні дыферэнцыяла цаў)ёў

прырост ах незалежнай зменнай. выбіраецца той жа

самы, што і пры вылічэнні першага дыферэнцыяла.

Няхай функцыя / мае другую вытворную ў пункце

х. Тады на падставе таго, што ах ёсць канстанта, атры-

маем:

вушах)ахРа
м

ар(хах

(49? азначае здабытак дахах). Такім чынам,

ФуРах
(7.30)

(ду чытаецца: «а два у», а 49 -- «ах квадрат»).

Аналагічна, дапускаючы для функцыі усех) існа-

ванне вытворнай п-га парадку ў пункце х, назавем
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дыферэнцыял ад 4'“'у п-м дыферэнцыялам або дыфе-
рэнцыялам п-га парадку функцыі Ф зг (ж), г. зн.

' вер
уа).

Калі дамовіцца, што прырост незалежнай зменнай
пры вылічэнні ўсіх дыферэнцыялаў выбіраецца той жа
самы, то метадам індукцыі выводзіцца формула

уЦх)ах". (31)
С Сапраўды, для п-- І яна даказаная. Калі дапусціць

яе праўдзівасць для дыферэнцыяла (п--1)-га парад-
ку, то:

уааеау.
аўЦК)ахдахКуда.

Гэта і даказвае праўдзівасць формулы(7.31). ЕЗ
З формулы(7.31) вынікае

цо Я»
ах”

што выкарыстоўваюць як яшчэ адзін спосаб абазначэння
вытворнай п-га парадку. З формулы (7.31) атрымлі-
ваецца таксама, што для незалежнай зменнай х

ахь0 ЎпэіІ.

Адзначым дзве важныя ўласцівасці дыферэнцыялаў
п-га парадку пры дапушчэнні існавання (?'і 07:

1) ашро)ла" ра'о, А, ше сопзі;

2) ач(ио)-- Ж Сёаша"“о.
БО

Іх праўдзівасць вынікае з адпаведных формул для вы-
творных п-га парадку і наступных пераўтварэнняў:

ада роў(ар роўРах"с Мах"роах"

заМа ЧЕ ра”,

ач(цо) сь (цеў?Б Сшодах
ро

п п

шш зЁ Ё ДК л-Ё
СашаЦо" Рах) Ж Сб” “9.

в-0 ВО

Заўвага 7.13. У адрозненне ад дыферэнцыялаў першага парад-

ку, якія маюць уласцівасць інварыянтавасці формы (вынік з тэарэмы

7.3), дыферэнцыялы парадку паг? не маюць такой уласцівасці.
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(з Сапраўды, няхай хзе (1), тады уз Ка) зе(1). Калі існуюць

Га) і Ф”(г); то на падставе азначэння дыферэнцыяла і правілаў дыфе-

рэнцавання здабытку і складанай функцыі атрымаем:

вусахе(а,

адкуль

уераРРадХеЎМаеа

“Паколькі Ф(Ёг ах, г”(да1-- Ф, то '

ФурадаГах. (7.32)

З роўнасцяў(7.30) і (7.32) вынікае, што ўжо для пах? пры замене

х на функцыю (1) мяняецца выгляд другога дыферэнцыяла-- у ім

узнікае складнік Родах. а

Варта зазначыць, што формулы (7.30) і (7.32) супадаюць, калі

Фх --О. Апошняе мае месца не толькі ў выпадку незалежнай зменнай х,

але таксама, калі х ёсць лінейная функцыяад І.



8. ДАСТАСАВАННЕ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНАГА
ЗЛІЧЭННЯ ДА ДАСЛЕДАВАННЯ ФУНКЦЫЙ

У гэтым раздзеле даказваецца шэраг тэарэм, якія
выяўляюць уласцівасці дыферэнцавальных функцый
і спрычыняюцца да даследавання паводзін функцыі як
у наваколлі асобных пунктаў абсягу,такі на ўсім абсягу.

8.4. АСНОЎНЫЯ ТЭАРЭМЫ
ПРА ДЫФЕРЭНЦАВАЛЬНЫЯ ФУНКЦЫІ

17. Лакальны экстрэмум. Уласцівасць функцыі, якая
мае месца толькі ў пэўным наваколлі разгляданага
пункту, называецца лакальнаю.

Азначэнне 8.І. Кажуць, што функцыя уз-Кх) мае
ў пункце хо лакальны максімум (мінімум), калі існуе
такая б-акруга О(хўсь(ху--6, ху-р6) пункта ху, што

Гах) «к хо) (Ця) 2»Ко)
для кожнага хе Юхо). .

Лакальны максімум і лакальны мінімум аб'ядноў-
ваюць агульным тэрмінам лакальны экстрэмум. .

Тэарэма 8.І (Фэрма“). Калі дыферэнцавальная
ў пункце хо функцыя Цю мае ў гэтым пункце лакальны
экстрэмум, то Р(хо)59.
О Няхай для пэўнасці функцыя Дх) мае ў пункце Хо

лакальны максімум, тады для хве(хо, ху--6) праўдзіцца
няроўнасць ,

Да)- Цао)
а «0.

Калі перайсці ў гэтай няроўнасці да ліміту пры х--хоу--О,
то атрымаем

(а) Іт Хд2На) 0
хл0 х--Хо

" Фэрма П'ер (Еегтаі Ріегге, 1601--1665) -- французскі матэ-
матык.
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Паколькі функцыя Дх) ёсць дыферэнцавальная ў

пункце Хо, 79

Р(хо) зе Га(ао) ад. (8.1).

З другога боку, калі хв (ху--6, хо), праўдзіцца няроў-

насць . "

Ка)- Ко) о,
х- Хо

адкуль
Р(хо)нГо)220. (8.2)

З. няроўнасцяў (8.1) і (8.2) вынікае, што /(хо) 50. ОЮ

Даказаная тэарэма мае зусім просты геамет-

рычны сэнс: датычная да графіка функцыі уЦх)

у пункце лакальнага экстрэмуму (хо хо)) паралельная

восі Ох (рыс. 8.1).

 

Рыс. 8.1

99, Тэарэмы пра пасярэднія значэнні. Зараз разгле-

дзім некалькі ўласцівасцяў дыферэнцавальных функцый,

якія аб'ядноўваюцца агульнаю назваю тэарэмы пра пася-

рэднія значэнні. Гаворка ідзе пра існаванне на дадзеным

адрэзку [а, б] такога пункта (пасярэдняга значэння),

у якім разгляданая функцыя мае тую або іншую ўласці-

васць: пры гэтым месца знаходжання гэтага пункта

ўнутры адрэзка [а, б] ніяк не ўдакладняецца.

Тэарэма 8.2 (Роля“). Калі функцыя [ ёсць непарыў-

ная на адрэзку [а, 0), дыферэнцавальная на інтэрвале

(а, 6) і Ка): Ф), то існуе хаця б адзін пункт Зеца, б),

такі, што [(5)5-90.

“ Родь Мішэль (БоПе Міспеі, 1659.--1719) -- французскі матэ-

матык.
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[Д Згодна з тэарэмаю Ваерштраса б.14, функцыя

Дх) ёсць абмежаваная на адрэзку (а, б]. Няхай

М-- зар Ка), та іпі Ду), тады та М.
[а, Ф а,

Калі таМ, то Дх)-соп5і і за Ё можна узяць

кожны пункт інтэрвала (а, 6).

Калі тас М, то праўдзівая, прынамсі, адна з няроў-

насцяў:

Да) Кв)т, Даў-ьДвум.
Няхай Да)Кб): М. Згодна з тэарэмаю Ваерштраса

6.15, існуе хоць бы адзін пункт. 5еца, 0), такі, што

КМ. Тады існуе такі лік 6250, што О(Б)СЦа, 6).
Паколькі для ўсіх хе 0.5) выконваецца ўмова /(х)з:

«Д5)--М, то функцыя Дх) мае ў пункце 5 лакальны

максімум і на падставе тэарэмы Фэрма Га-:0.

Выпадак, калі Да)--Др)» т, разглядаецца анала-

гічна. Ф
Тэарэма Роля мае наступны геаметрычны

сэнс: паміж двума пунктамі роўных значэнняў функцыі

“Кх) знойдзецца хоць бы адзін пункт 5, што датычная да

графіка функцыі уз-х) у пункце (5; (5) паралельная

восі Ох (рыс. 8.2).

Заўвага 8.І. Усе тры ўмовы тэарэмы Роля істотныя. Напры-

клад, функцыя

х, калі хе][О, 1),

Ка ;
0, калі хзг!,

разрыўная ў пункце х-гІ, дыферэнцавальная на інтэрвале (0, 1) і

ДО)К1)--9. Але прыгэтым ((х)зс І у кожным пункце інтэрвала(0, 1),

г. зн. Г(х)эеО для ўсіх хег(О, 1) (рыс. 8.3).

Тэарэма 8.3 (Кашы). Пяхай функцыі / і 8 ёсць

  

 

10-:6

 
Рыс. 8.2 Рыс. 8.3
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непарыўныя на адрэзку (а, б] і дыферэнцавальныя на

інтэрвале(а, б), прычым с'(х)эЕО ва ўсіх пунктах гэтага

інтэрвала. Тады знойдзецца хоць быадзін пункт Ева, б),

такі, што

ды-да). РФ
абсцаў У (8.3)

[] Заўважым спачатку, што с(б)эе (а), бо ў проці-

леглым выпадку, згодна з тэарэмаю Роля, існаваў бы

пункт сег(а, б), такі, што я'(с)--0О насуперак умовам

г разгляданай тэарэмы Кашы.

Возьмем дапаможную функцыю

Фх)зе (а)Ах),

дзе лік Л, выберам такім чынам, каб выконвалася роў- -

насць фФ(а)згФ(б), г. зн.

 6)-Ка)
М асаў 69

Для функцыі ф выконваюцца ўсе ўмовы тэарэмы

Роля, а таму існуе пункт бега, б), такі, што Ф(6)5-0,

г. зн. Р(Б)-рАе()-0, адкуль Г(б)/8(9)-А. З гэтай
роўнасці і з формулы(8.4) вынікае сцверджанне (8.3). а

Тэарэма 84 (Лягранжа"). Калі функцыя Г ёсць непа-

рыўная на адрэзку [а, б] і дыферэнцавальная на інтэр-

вале (а, б), то знойдзецца хоць бы адзін пункт Беца, 6),

такі, што

К)Ка)ГСЕКЬ- а). (8.5)

О Тэарэма Лягранжа з'яўляецца прыватным выпад-

кам тэарэмы Кашы, калі ўзяць г(х)--х. Тады формула

(8.3) набывае выгляд

да--да) Н (8.6)
Бла І

адкуль і выводзіцца формула (8.5). СІ :
Тэарэма Лягранжа мае наступны геа метрычны

сэнс (рыс. 8.4); датычная да графіка функцыі узж)

у пункце (Е; ЦЕ) паралельная хордзе, што злучае пункты

(а; Да) і (Б; 6).

Заўвага 8.2. Тэарэма Роля ёсць прыватны выпадак тэарэмы

Лягранжа, калі Да)(б).

“ Лягранж Жазэф Люі (Гаргапве гозерй Іоці5, 1736-1813) --

французскі матэматык і механік.
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Заўвага 8.3. Няхай функцыя / адпавядае ўмовам тэарэмы

8.4. Калі пункт хоег[а, 8], а прырост АхзёО такі, што ху- Ах таксама

г належыць адрэзку [а, б], то, дастасоўваючы тэарэму Лягранжа да

функцыі / на адрэзку І з канцамі х і ху-рАх (Дх можа быцьі адмоў-

ным), атрымаем

-. [аАх)- Кхо)за (БАХ, (8.7)

дзе Ё-- некаторы ўнутраны пункт адрэзка І. Лёгка пагадзіцца з тым,

што знойдзецца такі лік д з інтэрвала 0«20-21, што Бг- хо ФАх.

У такім разе формула (8.7) набывае выгляд

КоЗАх)-- До)ГоФААх, 0«с0:21. (8.8)

Формула (8.8) называецца формулаю Лягранжа або формулаю

канечных прыростаў. Гэтая формула дакладна выяўляе прырост функ-

цыі ў адрозненне ад набліжанай роўнасці

ДоАх

-

Ка)ае(хадах.

Тэарэма 8.5. Калі вытворная функцыі / роўная нулю

на прамежку Р, то функцыя ] ёсць сталая на гэтым

прамежку.
0 Няхай /(х)--0 для ўсіх хе Р. Возьмем фіксаваны

пункт хуеР і адвольны пункт хв Р, хэёха Згодна з форму-

лай Лягранжа (7.33),

Гадхо)Р(ЕХк- хо),

дзе Ё знаходзіцца паміж жі х. Паколькі 7(5)-20, то

Гг)--Кха)за д або (х)-- хо) для ўсіх хе Р, што азначае

нязменнасць значэнняў функцыі / на прамежку Р. (а

Тэарэма 8.6. Калі вытворныя “дзвюх функцый супа-

даюць'на нейкім прамежку Р, то гэтыя функцыі розняцца"

на прамежку Р на сталы складнік.

С Няхай Г(х)зь ва) для ўсіх хе?Р. Абазначым праз

Іх) розніцу функцый Хх)і в(Х), хуКа)-- 8(а)). Адсюль

вынікае, што Ё(х)згО. На падставе. тэарэмы 8.5

Іх) С сопзі для ўсіх хв?. Такім чынам, 4х)-

З. в(х)-ьС для ўсіх хе Р. 0
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8.2. РАСКРЫЦЦЁ НЯВЫЗНАЧАНАСЦЯЎ. ПРАВІЛА ЛЁПІТАЛЯ

1г. Раскрыццё нявызначанасці 0/0. Будзем гаварыць,

што функцыя Дх)/ге(х) мае нявызначанасць 0/0 пры

х-»ха, калі Кх) і г(х) з'яўляюцца бясконца малымі функ-

цыямі, Г. ЗН. '

Ііт Дх) аз Ііт г(х)зе 0,

і існуе такое праколатае наваколле пункта а, у якім

функцыя Дх)/е(х) ёсць вызначаная. У такім разе можна

 

- . о . р

весці гаворку пра існаванне ліміту Ііт Д. Раскрыць
к-а

. . х .

гэтую нявызначанасць -- значыць вылічыцьІіт К. калі
х-б»а

ён існуе, або даказаць, што ён не існуе. Раскрыццё такіх

нявызначанасцяў грунтуецца на наступных тэарэмах.

Тэарэма 8.7. Калі функцыі/ і 6 ёсць дыферэнцаваль-

ныя ў пункце хэга і Ца)згв(а)--0, е(а)зё0, то існуе ліміт

мМа)
ха9) Ва) (8)
  

А На падставе формулы (7.4) прырост дыферэнца-

вальнай функцыі выяўляецца ў выглядзе

Аба)Ка--Ах)--Ка) Ка-- Ах) Г(адАх-г (Ах).

Аналагічна

Аа(а)-- в(а)Ах-- «(Ах).

Пасля відавочных пераўтварэнняў атрымаем:

а Каа)у. Гадах-роах)

іт нараў П адра Паараах) 

С Літ МадаанАх -. Ма)
аызо в(а)робах)/ах аца)

Геаметрычны сэнс роўнасці (8.9) складаецца з таго,

што ліміт тасунку ардынатаў графікаў функцый

ўсе Цх) і узта(х) роўны ліміту тасунку ардынатаў іх

датычных уза Р(хоХх- хо) і узва(хоЦХх-хо) які ёсць

нязменны і роўны [(хо)/е(хо) (рыс. 8.5).

Аказваецца, што аналагічнае правіла раскрыцця ня-

вызначанасці 0/0 дзейнічае і ў тым разе, калі функцыі

К і е(х) недыферэнцавальныя ў самім пункце а, але

дыферэнцавальныя ў яго наваколлі.
Тэарэма 8.8. Няхай функцыі Цх) і с(х) дыферэнца-

вальныя на інтэрвале(а, 0),
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 а



   
д Хо Х Х

Рыс. 8.5

іт Дх)- Іт г(х)ь0,
х-а--о ж-ьа--О

, Ьі іт 709; а) ,
Б (х)зёд на (а, б) і існуеатаў ТадыЯ гаў Такса

ма існце і

 

К Г
араў МЎ

О Няхай хеха, 0). Разгледзім функцыі:

каа калі і ег(а,х], в-:

0, калі ё--а,

2(4), калі геа, х],

0, калі 2--а.

Функцыі Р(д) і б(2) непарыўныя на адрэзку (а, хі],

дыферэнцавальныя на інтэрвале (а, х) і б'(9)-- е(9)5;
520 для ўсіх геа, х). На падставе тэарэмы Кашы маем

Бо)- Б(а). Е(с)
баба) (е)

 

дзе се(а, х). ;
З гэтай роўнасці і з азначэння функцый ТР і С выні-

кае, што

Как)(ев(е).

Пры гэтым калі х-ка--О, то с-ка--0. Таму

да у пеі,
х-а--о гаў 7п, в(е) а, ва) а ,
 

Заўвага 8.4. Даказаная тэарэма (з адпаведнымі зменамі яе

ўмоваў) застаецца праўдзіваю таксама пры х--а--0 і х-га, дзе а--

канечны лік. ,
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о)ў можаіснаваць і ў тым выпадку,калі 

Заўвага 8.5. Ліміт Ііт

 

 

к-а 6
0. І; Го) ; Н

ліміт тасунку вытворных Пт; не існуе. Папрыклад,
хэа Я (Х)

1
х соз--

[іт ХітІЁІт Ж Іт Ё со а) 0,
ха б(Х) хэб 5іПХ доб БІП Х хо х

а пры гэтым

Эх со5 1; 5іп 1
х х

 

7,
; Хх ;
Ііт Г У. іт
ход Б (Х х-»О со5 Х

не існуе, бо не існуе Ііт 5іп-, а ліміт
ды х

Ііт [2 со5 З 20.
хзэ0 х

Тэарэма 8.9. Няхай функцыі Дх) і е(х) ёсць дыфе-

рэнцавальныя для ўсіх х»а, Іт Дх) Ііт г(х)зед
х-к-. оо х-»- оо

і р'(х)зЕО для ўсіх ха. Калі існуе ліміт [іт К,
дэсе

Ка)
ліміт т -- таксама існуе і

х-з- ое в(х)

 то

У Да) а Паді ня ТО.
В аў ВЯ. “аба)
 

С Не абмяжоўваючыагульнасці разважанняў, мож-

на лічыць ас» 0. Калі разгледзець функцыі Д1/1), г(1/5),

то яны вызначаныяна інтэрвале (0, І/а), дыферэнцаваль-

ныя на ім, '

іт Д1/9)-; іт 8(1/9)-20
ыео ь-о

дара(бо

на гэтым інтэрвале. З дапамогай тэарэмы 7.14 і правіла

дыферэнцавання складанай функцыі атрымліваем:

а

к КМ аіт ау те 1 4 -
кро (8) о 79). ао га
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Сід ССМ2 у ед
аоСП ы Ваў

-
Заўвага 8.6. Гэтая тэарэма (з адпаведнымі зменамі яе ўмоваў)

застаецца праўдзіваю таксама пры х---- се.

 С

99. Раскрыццё нявызначанасці оо /со. Будзем гава-
рыць, што функцыя Дх)/е(х) мае нявызначанасць со / со
пры х-зха, калі функцыі Дх) і г(х) з'яўляюцца бясконца
вялікімі функцыямі пры х-ха.

Тэарэма 86.10. Няхай функцыі Цх) і е(х) ёсць дыфе-
рэнцавальныяна інтэрвале(а, б), 1іт Дх)зе Ііт 8(х)--

х--а-р0 хэа-0Я:

гс оо і р(х)зёО0, а(х)зёО на (а, б). Калі існуе ліміт

 

РОЗА, (8.10)

з - х : ;

то ліміт Ііт Хо таксама існуе і
хза-о в(х)

 іт ДОЗ іт 39 -А.
х-ка4-0 г(х) д-ьач-д в'(х)

О Няхай х і хо ёсць такія, што а«сх«с хо«сб. Згодна

з тэарэмаю Кашы8.3, існуе такі лік 5 (ха Б ху), што

КК) Г)

х)-пх) яСУ

Адсюль вынікае, што

га) (Б) ". ва) (к) 8
 
 

Ка). ГБ То). Еб) ЙБ Сва)

“ Возьмем адвольны лік 6220. Згодна з формулай

(8.10) і азначэннем ліміту існуе такі лік 62:68)» 0, што

для ўсіх х, якія праўдзяць няроўнасць 0«сх--а« бі,

выконваецца няроўнасць

го) -я-
а(х) 3'.,

Выберам цяпер хо у бі-акрузе пункта а так, што

0-сх-агс6. Паколькі хх, то 05-46;
і таму

 

 

Г. а 8.12)[25 Аз. (
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Згодна з умовамі тэарэмы, Ііт А. Таму існуе
хаб ВС)

такі лік 622: 648) 2» 0, што пры ўмове 0.“ х--а «6» праў-

дзяцца няроўнасці:

І(хад/е(х)І «се/3, Ів(х/а(х) ««еДЗА--е). (8.1)

З роўнасці (8.11), улічваючы судачыненні (8.12) і
(8.13), атрымаем:

 

 

   

 

  
хо. [179 і Ко)

[Т

абе) по)
Гас «Габ Аа ГаПе”

е е се е]...

«зна [аў е.

пры 0.«гх--а«:6--тіп (бі, 62]. Такім чынам,

іт ЗА. а "
д-е--0 в(х)

Заўвага 8.7. Даказаная тэарэма (з адпаведнымі зменамі яе

ўмоваў) ёсць праўдзівая і пры х-ка- 0 (або х-га), а таксама пры

х-з ЗС оо.

Заўвага 8.8. Калі пры вылічэнні лімітаў з дапамогаю тэарэмаў
, :

8.8--8.10 атрымаецца, што 1іт-----зе со, то і ІтКа оо. Гэта

к-а Я (Ж) хьа В(Х)
 

вынікае з таго, што

 іп СЭітЭо.
а К ха Га)

Згодна з разгледжанымі тэарэмамі, існуе: агульны

спосаб раскрыцця нявызначанасцяў 0/0 або сб / со, які

грунтуецца на роўнасці ;
“

0 у 01; Га) 814

Мар іта “баў: (19
 

Гэты спосаб называецца правілам Лёпіталя".

Калі для вытворных /(х) і е(х) выконваюцца ўмовы

адной з тэарэм 8.8-8.10, то правіла Лёпіталя (8.14) мож-

на выкарыстоўваць паўторна:

іт ХЭіт9Піт Э.
х-га в(х) х-еа в(х) х-за в”(х)

 

Заўвага 8.9. Трэба адзначыць, што правіла Лёпіталя часам

бывае «бездапаможным»у зусім простых выпадках. Так, яно не прыво-

дзіць да мэты пры вылічэнні ліміту

0“ ЛёпітальГійом Франсуа Антуан дз (ІНозрііа! биПацте Егап-

соіз Ап(оіпе «е, 1661--1704) -- французскі матэматык.
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х МІ С
а ААА Іт іа А...
хо Маі фе Х пе Мр

У той жа час

ч Н СЁа. Ііт ОА,

ка ЦЯ к»МаТа
3”. Раскрыццё нявызначанасцяў іншых тыпаў. Акра-

мя разгледжаных, сустракаюцца наступныя тыпынявы-

значанасцяў: 0. со; со -- оо, 0, оо", 1”. Усе такія нявы-
значанасці можна прывесці да выгляду 0/0 або се /се

шляхам алгебраічных пераўтварэнняў. Пакажам гэта на

прыкладах.

Прыклад 8.І. Вылічыць Ііт х'Іпх, а»0.
х-е--0

і» Ператворым нявызначанасць тыпу 0. со да тыпу со / оо і даста-

суем правіла Лёпіталя: :

1

х х 1.
т хІп хе Ііт 2 Іт ААЗ Іт й. ч

д-»--о0 кр0 ў З“ х»-о ад! а ўзо
 

Прыклад 8.2. Знайсці Ііт [2-зе ..
ха0(Х

» Нявызначанасць тыпу со -- се ператворым да тыпу 0/0 і двойчы

скарыстаем правіла Лёпіталя:

зіп х-- Хх со5 Х
АЎ

кб Х хзіпх

; 1 .
іт [---- сіе х] іт

х-»0

Н хзіп Хх 0, віпхр Хх со5 Х 0.
зЕ[1тула аана Ю.

х-б ЗіП х-З-ХСО5Х хо 9 сов х- хзіпХ

Нявызначанасці тыпу 09, 1”, со? узнікаюць пры

разглядзе функцый у-- іх)”, калі пры х--а функцыя

шх) імкнецца да 0, І ці оо, а 0(х) -- адпаведна да0, оо

і 0. Гэтыя нявызначанасці з дапамогаю тоеснасці

шаўг“? Іп а(х)

прыводзяцца да нявызначанасці 0. оо, якая разгледжана

ў прыкладзе 8.І.

Прыклад 8.3. Даказаць, што Ііт хе І.
. х---9

Ь Нявызначанасць тыпу 0? пасля пераўтварэння

аа ай іп г. а!п пх”!

365



прыводзіцца да нявызначанасці тыпу со/оо. На падставе прыклада

8.1 атрымаем

і 4 іт Іа х/х”

т ха Пт еет 021. «
х----О ж----0 ,

ші

Прыклад 8.4. Вылічыць Ііт (14-27,
х-э»О

» Маем нявызначанасць тыпу 1”. Пасля пераўтварэння

1 Іп (1-9)
149еесі-к

атрымалі ў паказніку нявызначанасць 0/0. Паводле правіла Лёпіталя

атрымаем:

тАМсітЖа). тЁа
хэ ё-1-х коб е-1 х-»О (е-1Х135:28)

іта

гб е(І рад)(еа-- 1)-9х

Такім чынам,

1

Ша (І3-1аехр з"Мыае,
хаб е'-1--х

Прыклад 8.5. Знайсці Ііт (ір к”,
д--л/2

» Маем нявызначанасць тыпу со”. Але
І(іе ху з яа? соз х Іп ха? пір х/зесх

і ў паказніку атрымалася нявызначанасць са / со. Дастасоўваючыда

гэтай нявызначанасці правіла Лёпіталя, маем:

 

1 2
гес Хх

т 2Ііпіех о. іт ір Хх с

х-л/9д 5есх х-кл/9 зесхіех

29 іт Беко іт со5 Х 0
 

 зы2..-:0.
х-п/9 іх  хэл/? віп“х 1

Такім чынам,

[ітаааехр( Іт Эсоз х Іп аа)-еаі.
х-нл/ х-ка/2

8.3. ФОРМУЛА ТЭЙЛАРА

1”. Формула Тэйлара з рэшткавым складнікам у фор-

ме Пэана. Няхай функцыя Дх) мае ў некаторым нава-
коллі пункта а вытворныя да п-га парадку ўлучна.
Будзем мець на мэце адшуканне такога мнагаскладу п-й
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ступені Т.(х), значэнне якога ў пункце х--а было б роў-

ным Да), а значэнні яго вытворных да. лп-га парадку
супадалі б у пункце х--аса значэннямі адпаведных

вытворных функцыі Дх) у гэтым. пункце:

ТаўКа), Та)Ца), ..., Ге(а)Ца). (8.15)

Будзем шукаць такі мнагасклад у выглядзе мнагаскладу
па ступенях розніцы х--а з нявызначанымі каэфіцыен-

тамі: :

Та)(хаўнс,(к-а)...
Ч.е(х- а)4 со. (8.16)

Каэфіцыентыбо, С), ..., Сг Вызначым так, каб праўдзі-

ліся роўнасці (8.15).
Спачатку знойдзем вытворныя мнагаскладу (8.16):

Тхепе(х-аў... 4-Зы(х- аў з 2сцх- а)- сі,

Тэх) цп-Іе(к- в)77?ЗЬ... З.2с(х-а)сь

П)цп--1):::2; 1с..

(8.17)

Калі падставіць у абедзве часткі роўнасцяў (8.16) і

(8.17) значэнне х--а, то будзем мець:

Тка). Тца)ьсь, Т(а)з2.Ісь...,

Таўп 1)--.2-16,,

адкуль з улікам роўнасцяў (8.15) атрымаем:

, 1 за

сузгКа), са), сьГа), ..., секта Ца). (8.8)

Падстаўляючы гэтыя значэнні бо, Сі, ..-» С» У формулу

(8.16), знойдзем шуканы мнагасклад

 

са) Га). 9
Тка; (г-анэг а а) вт (8.19)

п) аз.Ча) (аў.
п!

- ж

Гэты мнагасклад называюць мнагаскладам Тэйлара

п-га парадку для функцыі Дх) у пункце а.

“ Тэйлар Брук (Тау!ог Вгоок, 1685-1731) - англійскі матэматык.
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Абазначым праз К.(х) розніцу значэнняў функцыі

Хх) і пабудаванага для яе мнагаскладу Тэйлара:

«е .

Кух) зе Ка)Тх), (8.20)

адкуль з улікам формулы (8.19)

ГаДа)-АЎ (к-а)В(х-аў...
п)Часу. аў-ь Ед. (в21)

Формула (8.21) называецца формулаю Тэйлара, а вы-

раз К(х)- рэшткавым складнікам формулы Тэйлара.

З формулы (8.20) і ўмоў (8.15) вынікае

В(а)--Вца)... Ва).

; зр, Бах)
Разгледзім надалей Ііт -

й ха (Х--а)

выкарыстаем спачатку п--1 разоў правіла Лёпіталя,

а пасля тэарэму 8.7:

К. ; Ка1 Ф уа. а А
ха (х--а) ха цх--аў”!

Літ ка)ВЦа)
"а пажа) п

 для вылічэння якога

 

 9.

Гэта азначае, што пры х-а

К(хх)о(х-а).

Падстаўляючы атрыманае значэнне В(х) у роўнасць

(8.21), прыходзім да формулы
п В),

Ку Ў М(уаў-на(к-аў), (8.2)
к-0 .

у

якая называецца формулаю Тэйлара з рэшткавым склад-

нікам у форме Пэана”“. .

Тэарэма 8.11. Калі функцыя Дх) мае непарыўныя

вытворныя да п-га парадку ў наваколліпункта а і калі -.

пры х-а ,

ГУсцеаўре(х- а), (8.23).
Кс О

“ Пэана Джузэпэ (Реапо Сіц5ерре, 1858-- 1932) -- італьянскі ма-

тэматык.
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то
, Е),

а-а, 2-0, п. (8.24) 

ОЮ Прыраўняем выяўленне функцыі Дх) паводле фор-
мулы Тэйлара (8.22) да выразу (8.23) і атрымаем:

сур с(ж-- а)ехаў... Ф с(х--аў(к-а)

Зра)Нацк--а)4-...Ф(хаўо(к-аў).

Пераходзячыў гэтай роўнасці да ліміту пры х-ха, маем

созк Ца). Адкідаючыў той жа роўнасці ў абедзвюх частках

роўныя складнікі со і Да), атрымаем пасля дзялення на

х--хо роўнасць

сі сдх--а)- К... аха)!о(
х- а)77)

Зра(х-а)-...Ва(уаўса

Жо(х--ау”).

Пераходзячы ў гэтай роўнасці да ліміту пры х-ка,

знойдзем сізе/(а). Працягваючы далей гэтыя разва-

жанні, атрымаем роўнасці (8.24).

Заўвага 8.10. Тэарэма 8.1] паказвае адзінасць выяўлення

функцыі Дх), якая мае ў наваколлі пункта а непарыўныя вытворныя да

п-га парадку ўлучна, у выглядзе (8.23), бо каэфіцыенты гэтага выяўлен-

ня знаходзяцца паводле формул (8.24) і з'яўляюцца каэфіцыентамі

Тэйлара. :

Прыклад 8.6. Раскласці функцыю ІД1--х) паводле формулы

Тэйлара ў наваколлі пункта а-20.

І» Скарыстаем формулу сумы геаметрычнай прагрэсіі

Сакі
ганка

адкуль 1 .

аурна.РКЦ)

дзе Б(хугеТД(1- х)-- ох") пры х-».0. Такім чынам, шуканая роў-

насць мае выгляд

паня 1-3... хох”). (8.25)
іх.

Паколькі функцыя 1Д1--х) ёсць бясконца дыферэнцавальная пры

хэЕ 1, то, згодна з тэарэмаю 8.11, формула (8.25) падае шуканы расклад

паводле формулы Тэйлара. «

13 В. Русак і інш.
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99, Рэшткавы складнік формулы Тэйлара ў форме

Лягранжа. Для тых значэнняў х, для якіх рэшткавы

складнік Кх) малы, мнагасклад Тэйлара Тх) дае

набліжанае выяўленне функцыі Ка). ,

Далейшая наша задача -- зрабіць ацэнку велічыні

К(х) пры розных значэннях Хх,

Тэарэма 8.12 (Тэйлара). Няхай функцыя Цх) мае

ў некаторым наваколлі пункта а вытворную (пр 1-га

парадку. Няхай х ёсць адвольнае значэнне аргумента

з названага наваколля, хэба. Тады паміж пунктамі

а і х знойдзецца такі пункт б што праўдзіцца формула

адда)(у-ва)Р(а-аў-ь..
пк ! пар)

д.а,4 а-аўааб (х-аў". (826)

“ [ Тэарэма будзе даказана, калі мы пакажам, што

рэшткавыскладнік у формуле Тэйлара (8.21) можа быць

пададзены ў выглядзе

 

ц ла Саі
Е(х) заў (к-а).

Зафіксуем адвольнае значэнне хзга з разгляданага

наваколля. Для пэўнасці будзем лічыць ха. Абазначым

праз гі зменную велічыню на адрэзку [а, х] і разгледзім на

гэтым адрэзку дапаможную функцыю

двацк-па-Ет-...-
С (ада («-8ВЯредатВа). (в.27)

Пакажам, што функцыя (1) адпавядае на адрэзку

[а, х] усім умовам тэарэмы 8.2.

З формулы(8.27) і з умоваў тэарэмы вынікае, што

функцыя Р(2) ёсць непарыўная і дыферэнцавальная на

адрэзку [а, х]. Сапраўды, з існавання у функцыі Ді) У

наваколлі пункта а вытворнай (пЗ-1)-га парадку вынікае

непарыўнасць і дыферэнцавальнасць самой функцыі

К) і ўсіх яе вытворных да п-га парадку ўлучна ў назва-

ным наваколлі, а таму і на адрэзку [а,х]. Далейперака-

наемся ў тым, што Е(а)-- Е(х). Беручы ў формуле

(8.27) 1:-а, атрымаем

ГаўТ(д-ВВа)Ва).
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Калі ў роўнасці (8.27) узяць Ё-х, то Р(ху-Дх)--
гКх)--9. На падставе тэарэмыРоляіснуе пункт Ева,

х), такі, што

Р(Б)0. (8.28)

Вылічым вытворную Р'(1). Калі прадыферэнцаваць па
і роўнасць (8.27), то знойдзем

пі; “ га

раўЕТА(рур(л)
“ (х-а

Возьмем у гэтай роўнасці ё--Ё, тады з улікам стасунку

(8.28) атрымаем
яча),

паа х-саўч". (в.29)

Выпадак х«га разглядаецца аналагічна. М
Рэшткавы складнік (8.29) называецца рэшткавым

складнікам у форме Лягранжа.
Паколькі пункт Ё змяшчаецца паміж пунктамі

а

іх,

то яго можна падаць у форме 5ах-а), дзе

0.0. 1. Рэшткавы складнік (8.29) у форме Лягранжа

набывае выгляд

р С (раўт!

ан
Гэтую форму рэшткавага складніка найбольш. часта

выкарыстоўваюць у дастасаваннях да набліжанага вылі-

чэння функцыі.
32, Раскладанне асноўных элементарных функцый

паводле формулы Маклёрэна. Калі а--0 і ў наваколлі

гэтага пункта функцыя Дх) мае вытворныяда (пз-1)-га

парадку, то роўнасць (8.21) набывае выгляд

 

Ха-рб(х--а)), 0«с821.

а Ў БОава). (в.3о)

Формулу (8.30) называюць формулаю Маклёрэна"

з адвольным рэшткавым складнікам. Прыгэтым рэштка-

вы складнік у форме Лягранжа мае выгляд

СКох) 4

а ў форме Пэана - Кх)зве(х”).

Ў Маклёрэн Колін (Масіацгіп Сао!іп, 1698-1746) -- шатландскі

матэматык.
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Далей выведзем расклад некаторых элементарных

функцый паводле формулы Маклёрэна.

1. Няхай Дх)зге". Паколькі Г(хў ые”, [“(0):- 1 для

ўсякага п і (0); 1, то формула Маклёрэна (39.30) набывае

выгляд

а.а-а, (832)

дзе рэшткавыскладнік у форме Лягранжа, згодна з фор-

мулаю (8.31), роўны

СЕ а, бабкіКат? ? «91. (8.33)

9. Няхай ўЦх)зззіпх. Тады ГОАзіп (х-.па/92),

адкуль

0, калі пэдт -- цотны,

ша) -гзп(а-5) з
г“) 2 (--1)”, калі пе-2т-р 1 -- няцотны,

і формула Маклёрэна для сінуса мае выгляд

; до Хх
5зіп дадоВас

ун вам няАС ара рту Ваен, (834)

 

а рэшткавы складнік У форме Лягранжа роўны

таз
Кох) (т--З)!

 

зіп(дхА-Фм-:3)5], 0.:20.21. (835)

3. Няхай Дх)зесозх. Аналагічна ККх)с: сов (Хх

З-пя/2),

0, калі педт-і,
““Х0)-- ДЫЯ дЕаЯ
го сос(е с) са” калі пэедт.

З формул (8.30) і (8.31) атрымаем:

 

са5к-аЯ

ЕС ІР?Кан), (8.36)

ада? л
Банда соз(дх-Фт-:9)5], 0-2021. (837)
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Заўвага 8.11. Паколькі функцыязіп х ёсць няцотная, а соз х --
цотная, то расклад (8.34) функцыі 5іпх змяшчае толькі няцотныя
ступені х, а расклад (8.36) функцыі сох - толькі цотныя.

4. Калі Хх)-г(1- х), авеЁ, то

Гаа- 1).(Ца ВХІ-- 7”,
ГО)(а1) (а-(е-1)),.

і формула Маклёрэна (8.30) набывае выгляд

(ІаЎаа...
АЦЫаБ(х), (8.38)

дзе рэшткавы складнік у форме Лягранжа роўны

241)---(а-- ая
В(ху-ь ч" а Э (1 -рбху (зві,

0201. (8.39)

У прыватнасці, калі аггл, лег М, то /"'“(х)жеО, а тым

самым В. (х)--0, і мы атрымаем формулу бінома

Ньютана (151);
цп--1)

(а-аІЯар"

Адзначым яшчэ два важныя прыватныя выпадкі форму-

лы (8.8);

 

Іра.ЕЦ), (8.40)

1 л
азісав- БСІўК(х).

Заўважым, што расклад паводле формулы (8.40) быў

атрыманы іншым спосабам у прыкладзе 8.6.

5. Няхай Кх)згІп(14-х). Паколькі Д0)--0,

 

г 0 д-1 (п--4)! п) АДСІуЦя-- 1)! "

Ге) а” (а Ца,

то формула Маклёрэна (8.30) набывае выгляд

(ІркуЯЬ

БСАВ, (841)
“а.

дзе рэшткавы складнік у форме Лягранжа роўны
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(-- уха"

(а ІХ16

49. Дастасаванне формулы Маклёрэна да набліжаных

вылічэнняў. Пададзеныя вышэй расклады функцый па-

казваюць, што пры дапамозе формулы Маклёрэна можна

з пэўнай ступенню дакладнасці замяняць элементарныя

функцыі мнагаскладамі, якія з'яўляюцца найбольш про-

стымі сярод элементарных функцый.

З формулы(8.20) -вынікае, што хібнасць ад замены

функцыі яе мнагаскладам Тэйлара роўная значэнню

рэшткавага складніка ў разгляданым пункце. Длятаго

каб зрабіць ацэнку хібнасці набліжанага вылічэння, мы

дакажам наступную тэарэму.

Тэарэма 8.13. Калі функцыя Кх) ёсць бясконца дыфе-

рэнцавальная ў некатарым наваколлі пункта х-нО і існуе

такі лік М, што для ўсіх пеі для ўсіх значэнняў

х з разгляданага наваколля праўдзіцца няроўнасць

(хІІ «М, (8.3)

Б(х)
(8.42)

то
іт 18,(х)1::0. (8.44)
п-з оо

(2. Паколькі 0202 1, то Ід9х] «з Іх], і тамуз няроўна-

сці (8.43) вынікае, што

17”(8х)І “М,

а з формулы (8.31) маем

С ІР аа) Іхі”
ІІХО)“М генаўе

Такім чынам, мы атрымалі ўніверсальную ацэнку

рэшткавага складніка для функцыі Дх):

ам (845)
АД а “ар :

Далей пакажам, што для кожнага фіксаванага зна-

чэння Х

т. - (846)
п-» са (а) “

Для фіксаванага значэння Хх знойдзецца такі нату-

ральны лік М, што

Іхасла- І Уп.
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«е

Абазначым аге"""ДХп--1)!. Тады

84;

а,

Іі
п-1

 хі,
  

і мы атрымаем

Галі Та, пМ.

Гэта азначае, што, пачынаючы з нумара М, пасля-

доўнасць (]а,]) ёсць спадальная. Паколькі гэтая пасля-
доўнасць ёсць абмежаваная знізу (напрыклад, лікам
нуль), то, згодна з тэарэмаю б.І, яна збягаецца да нейка-.
га ліміту а. Паколькі

Іх]
п”

то пасля пераходу ў гэтай роўнасціда ліміту пры п-х ое

атрымаем '

Лада] з Та,

аза іт Іх ха О,
п.ьео ПЕЛІ

Такім чынам, паслядоўнасць (Іа,І) ёсць бясконца

малая, а гэта і азначае праўдзівасць роўнасці (8.46).

Пераходзячыда ліміту пры х-у ое у няроўнасці (8.45),

на падставе стасунку (8.46) атрымаем роўнасць (8.44).

Даказаная тэарэма азначае, што, выбіраючыдастат-

кова вялікім нумар л, можна зрабіць правую частку

няроўнасці (8.45) наколькі пажадана малою. Гэта дае

нам магчымасць выкарыстоўваць формулу Маклёрэна

для набліжанага вылічэння функцый, што задаваль-

няюць умовытэарэмы8.13,з адвольнаю наперад зададзе-

наю дакладнасцю.

 

Возьмем, напрыклад, функцыю Дх) зе". Паколькі ўсе яе вытворныя

на адрэзку [--а, а] праўдзяць няроўнасць ІТ“Хху[ -- е'ес е“, то, згодна

з формулаю (8.45), атрымаем наступную ацэнку для рэшткавага

складніка (8.33);

п

ее 847Яр!«ату (847)

Калі ўзяць хз-а--1, то з формулы (8.32) атрымаем

аа а 8.48ванакКун, (8.48)

дзе, згодна з няроўнасцю (8.47),
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ІК!«аа,
(8.49)

паколькі 9.«ге-гЗ. Калі ў няроўнасці (8.49) узяць пзс8, то

ІсдгЗ1077.

У такім разе роўнасць

ааАа
2! З! 8!

задае значэнне ліку е з дакладнасцю 1073. Пасля адпаведных вылі-

чэнняў атрымаем

е2:2.71828.

У сваю чаргу функцыя (х)зевіп х і ўсе яе вытворныя задаваль-

няюць умовы тэарэмы 8.13, і для рэшткавага складніка (8.35) выкон-

ваецца роўнасць 1Ііт Б(х)-:О для ўсіх значэнняў Х.

пн оо

Выкарыстаем формулу (8.34) для набліжанага вылічэння з5іп 20“,

беручы та І:

І опеап ія [Я 3
зіп 20 -5іп 89; 715) ::0,342.

Ацэнім хібнасць вылічэння:

“Ча1517, л 5 лі?!

Такім чынам, 5іп'20? х20,342 з дакладнасцю 0,001.

59. Выкарыстанне формулы Маклёрэна пры вылічэнні

лімітаў. Калі ў формулах Маклёрэна (8.32), (8.34), (8.36),

(8.38), (8.41) узяць рэшткавы складнік у форме Пэана, то

для функцый е”, 5іп Х, со5 Х, (14-х)", Іп(14-х) мы атры-

маем наступныя выяўленні:

га.нер”), (8.50)

; д ох м
510 дадатэТ” ч

лі

Суаус?” (851)

со5касая

Саўдаутес” (8.5)
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(раўАрааа...
2 (аца
ВАСао"), (8.53)

 

(1-4
БСУЯра). (8.54)

Няхай функцыя Дх)/е(х) пры х-»0О мае нявызнача-

насць тыпу 0/0. Дапусцім, што

КР)... :/"1(0)0, “(0)560.

Тады расклад функцыі Дх) паводле формулы Маклёрэна

мае выгляд :

Ка)-ьах рох), азе, хэ. (8.55)

Аналагічна, дапускаючы, што

я(0)-2 60)... -аа7(0)0, а"(0)зеб,
атрымаем

/

р(х)гьрх" ох”), Ь5ь0, хэ. .  (8.56)

З роўнасцяў (8.55) і (8.56) вынікае:

Ю) аго)
аў варааў 7
 

Калі тэл, то,

г. Ка), аерое) 0; ао)/х"
Іт іт ЗАНА  Піт-а-
х-»0 а).. хаб бх'-ро(х"') х-»О Бар с(х')/х"

Ка) .
шо Е(а) со;

ша
пы

 Калі пыт, то іга калі ж паст, то

ітаКа) с.
х-»0 вю).

а-а

д віпх

, , -.со5 Х
Прыклад 8.7. Вылічыць [т

х-»0

Б Карыстаючыся формуламі (8.50) -- (8.52), атрымаем:.

а-а
л оШАЎ
ход Хх зіпх

іт 1--9-8)- 1 4-9роба)

ход «(хрох))

з соз х я

377



 

а 4
гДіт Хх Да-асх ) с а. «

хы Х'Э-ох”) 12

Прыклад 8.8. Знайсці Ііт (еЎ"ЛІЗаўв ю).

р Няхай “

«еі «еі

Да)сае“"-.Іп(1--х), г(9):- 1

-

сов х.

Карыстаючыся формуламі (8.50), (8.51), (8.54), атрымаем:

Даеааа т Берах-росд)

СхаваФ. рад

е
2

На падставе формулы (8.52) маем в(х)-- х/9- -9(х). Далей для

вылічэння ліміту выкарыстаем асноўную лагарыфмічную тоеснасць

і формулу (8.94);

віхру нх г Вод14:99).

ітДа)іт ехр(Іп Дад/е(9)-

[ганевей) аЗ-реса) Са
г2-рое)

іт ехр з Ііт ехр
х-»0 хэ х2/9 роце)

8.4. ДАСЛЕДАВАННЕ ФУНКЦЫЙ

І БУДАВАННЕ ГРАФІКАЎ

1”. Манатоннасць функцыі. Згодна з азначэннем б.13,

манатоннымі называюцца нарастальныя, спадальныя,

неспадальныя, ненарастальныя функцыі, пры гэтым на-

растальныя і спадальныя функцыі называюцца строга

манатоннылі.,
Тэарэма 8.14. Для таго каб дыферэнцавальная на

прамежку Р функцыя ўх) была неспадальнаю (нена-

растальнаю) на гэтым прамежку, неабходнаі дастатко-

ва, каб р(х)жь0 (Г(х)«сО0) для ўсіх хе Р.

О Абмяжуемся дрказам тэарэмытолькі для выпадку

нарастальнай функцыі.
Неабходнасць. Няхай функцыя Дх) ёсць напрас-

тальная на прамежку Р. Возьмем адвольнае значэнне

хзех з гэтага прамежку і нададзім аргументу такі

прырост Ах, каб ху-- Ахее Р. Паколькі функцыя Д ёсць

нарастальная на Р, то

ДхаЗ Ах)»ад) пры ДО
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Као-БАх)« Цхо) пры Ах. О.

У абодвух выпадках праўдзіцца няроўнасць

Гао-Б Ах)-- Джо)Я о,

На падставе тэарэмыпра лімітавы пераход у няроў-
насці маем

. ку-БАх)--іт Гао--Ах)-- Дах)

Ахэд Ах
220.

Паколькі функцыя Дх) ёсць дыферэнцавальная ў

пункце хо, то з апошняй няроўнасці вынікае

Гад) 0 ХМхювР.

Дастатковасць. Няхай /(х)едй УхеР і хі, х-

адвольныя пункты прамежку Р, прычым х«“х» Ка-

рыстаючыся тэарэмаю 8.4 Лягранжа на адрэзку [ху, Ха],

атрымаем:

адКаРаю), лась
дзе Р(5)2»0, паколькі ўве Р. Адсюль вынікае Кас) Клі)

для ўсіх Хі, хусеР, х«сХ», а гэта азначае, што функцыя

Д) -- неспадальная на прамежку Р. 0
Тэарэма8.15. Калі функцыя х) ёсць дыферэнцаваль-

ная на прамежку Р і [(х) 0 (Г(х) 20) для ўсіх хе Р,то

функцыя Кх) ёсць нарастальная (спадальная) на пра-

межку Р.
О Няхай /[(х)» 0 Ухе Р. Няхай хі, х» -- адвольныя

пункты прамежку Р, прычым х;«с хі. Паводле тэарэмы

Лягранжа

Ка)-Ка)(Ха-х),

дзе Бе Р, і таму /(5):» 9. З апошняй роўнасці вынікае

Ка)» Дхі). Гэта азначае, што функцыя Дх) ёсць нарас

тальная на Р. ,

Выпадак /(х)-сО Ухе Р разглядаецца аналагіч-

на. 0

Заўвага 8.12. Умова /(х)»0 (Р(ад)«г0) не з'яўляецца неабход-

наю ўмоваю строгай манатоннасці функцыі. Напрыклад, функцыя

К)ёсць нарастальная на В. Сапраўды,

2 З

Даака[ы25] Ф 19) 9,

калі хі«сх.. У той жа час Р(0)--0.
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99. Лакальны экстрэмум функцыі. Даказаная намі

тэарэма 8.І Фэрма дае магчымасць сфармуляваць неаб-

ходную ўмову экстрэмуму дыферэнцавальнай у зададзе-

ным пункце функцыі: калі дыферэнцавальнаяў пункце хо

функцыя мае ў гэтым пункце экстрэмум, то [(Хо)зз0.

Пункты, у якіх вытворная функцыі роўная нулю,

называюць стацыянарныміпунктамі. Кожныстацыянар-

ны пункт -- гэта пункт магчымага экстрэмуму.

З другога боку, непарыўная ў пункце функцыя можа

мець экстрэмум у некаторым пункце, але не быць у ім

дыферэнцавальнай.

Так, напрыклад, пункт хА-О для функцыі уз Іх! ёсць пункт мініму-

му, але вытворная гэтай функцыі ў пункце х--О не існуе.

Пункты, у якіх функцыя ёсць непарыўная, а яе

вытворная або роўная нулю, або не існуе, называюцца

крытычнымі пунктамі. Разам з тым не кожны крытычны

пункт функцыі ёсць яе пункт экстрэмуму.

Так, для функцыі узпункт ХегО -- стацыянарны, але функцыя

не мае экстрэмумаў.

Для таго каб высветліць, ці з'яўляецца крытычны

пункт функцыі пунктам экстрэмуму, патрабуюцца дадат-

ковыя даследаванні. Для гэтай мэты мы дакажам на-

ступныя дзве тэарэмы.

Будзем гаварыць, што пры пераходзе праз пункт Хо

- вытворная функцыі Дх) змяняе знак з «мінуса» на”

«плюс» (з. «плюса» на «мінус»), калі існуе лік 60,

такі, што:

Р(х)«с0 Мхе(х-6б, хо),

ро Ухе(хь хор), (8.57)

Рад)0 Чке(ю-6, ха), о

Р(дус0 Ухве(хь хо 6)).

Тэарэма 8.16 (першая дастатковая ўмова экстрэму-

му). Няхай функцыя х) ёсць дыферэнцавальная ў нека-

торым праколатым наваколлі пункта хе і непарыўная

ў пункце ху. Тады:
І) калі вытворная функцыі змяняе знакз «мінуса» на

«плюс» пры пераходзе праз пункт Хо То хо -- пункт

мінімуму функцыі Цх);
2) калі вытворная /(х) змяняе знак з «плюса» на

380



«мінус» пры пераходзе праз пункт хо то ху -- пункт
максімуму функцыі К).

СІ Няхай /(х) змяняе знак з «мінуса» на «плюс» пры

пераходзе праз пункт Хо (рыс. 8.6), г. зн. існуе такі лік
5» 0, што выконваюцца ўмовы(8.57). На падставе тэарэ-
мы 8.15 функцыя Дх) ёсць спадальная на інтэрвале
(ху--6, хо) і нарастальная на інтэрвале (хо, Хо-С 6). У та-

кім разе

КоЦо) Ухе(х-6б, Хо),

КаКа) Ухе(хь хо-Е 6).

З апошніх дзвюх няроўнасцяў вынікае, што хо ёсць

пункт мінімуму функцыі Дх).
Аналагічна разглядаецца выпадак 2 тэарэмы

(рыс. 8.7). Ю

         Хб Хо
Хо

Рыс. 8.6 Рыс. 8.7 /

Здараецца,што пры карыстанні тэарэмаю 8.16 узні-

каюць цяжкасці даследавання знака вытворнай па або-

два бакі ад стацыянарнага пункта. На такі выпа-

дак мы дакажам другую дастатковую ўмову экстрэмуму

ў стацыянарным пункце, але ў такім разе ад функцыі

патрабуецца існаванне ў гэтым пункце вытворнай больш

высокага парадку, чым першы.

Тэарэма 68.17 (другая дастатковая ўмова экстрэму-

му). Няхай хо ёсць стацыянарны пункт функцыі Дх),

у якім існуе /"Ц(хо), дзе п2г2, і выконваюцца ўмовы:

Р(ха) зь Р(хо) ан. на"хоў, (8.58)

Г(хо) яе. (8.59)

Тады:
1) калі п--цотны лік, то Хо-- ПУНКТ экстрэмуму,

прычым пункт максімуму ў выпадку І"(хо)“с9 і пункт

мінімуму ў выпадку (хе)д;
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2) калі п -- няцотнылік, То Хо не з'яўляецца пунктам

экстрэмуму. '

2 Паводле формулы Тэйлара (8.22) з рэшткавым

складнікам у форме Пэана з улікам роўнасцяў (8.58)

атрымаем .

К"Кха)

п!Цо) Кнод)зк

Улічваючыўмову (8.59), апошнюю роўнасць можна запі-

саць у выглядзе

 (х-- хо) “Бе((х- хо)?.

1 л) хо .

ддс(Інд) (860)
дзе а(х) ёсць бясконца малая функцыя прызХо. Дзеля

гэтага існуе лік 62» 0, такі, што для ўсякага хе: Охо) вы-

конваецца няроўнасць [а(х)] «г 1, адкуль вынікае

14ра(х)ь 0 Ухве Йхо)- (8.61)

З роўнасці (8.60), згодна з умоваю (8.61), атрымаем

віва (Ца)-- Дад) се віва (Де-аа) Ухе Оцза).
' (8.69)

1. Няхай далей п--2Ё -- цотнылік, тады

(х--ў(ж-- хо)0 Ухе О(хо)

і з роўнасці (8.62) атрымаем”

зір (Ка)--Кход))зз віва Г"Цхо).

Калі Й"(хо)2»О, то

СКо-КаУхеЙцхо).
Тэта азначае, што хо-- пункт мінімуму функцыі /.

Аналагічна калі /“Ххо)«-О, то

Цо-Ко хе Ўдха)
і ху-- пункт максімуму функцыі Г.

9. Няхай зараз п 283- 1 -- няцотны лік, тады з фор-

мулы(8.62) вынікае, што розніца Ка)- Кхо) змяняе знак

пры пераходзе праз пункт ху, бо функцыя (х-- хо”!

змяняе знак пры пераходзе праз пункт Хо. Гэта азначае,

што ху не з'яўляецца пунктам экстрэмуму функцыі /.Ю

Заўвага 8.13. У прыватным выпадку, калі п--9, Р(хо)з0,

[“(х9)560,пры /”(хо) «гд функцыя Дх) у пункце хо мае максімум, а пры
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Га ):»0-:2 мінімум; калі п-53, Р(ходР(д), Рэ(хі

з'яўляецца пунктам экстрэмуму функцыі Ё з Г” (а)350, то ха не

3”. Глабальны экстрэмум функцыі. Найбольшае
тах Дх) (найменшае піп Хх) значэнне функцыі Дх) на

прамежку Р называецца глабальным максімумам (гла-
бальным мінімумам) або глабальным экстрэмумам.

З тэарэмыб.15 Ваерштраса вынікае, што непарыўная

на адрэзку [а, б] функцыя Дх) мае на гэтым адрэзку

найбольшае і найменшае значэнні. Калі пункт 5, у якім

функцыя Дх) мае глабальны экстрэмум, ёсць унутраны

пункт адрэзка [а, б], то ў пункце 5 функцыя мае лакальны

экстрэмум, і таму Ё ёсць крытычны пункт функцыі К).

Такім чынам, функцыя Дх) мае глабальны экстрэмум

або ў адным з крытычныхпунктаў інтэрвала (а, б), або

ў адным з канцавых пунктаў а, б.

Прыклад8.9. Даказаць, што пры хе: [О, л/2] праўдзіцца няроўнасць

О.ггвіп? х соз х«сЗ'УЗ / 16.
. і» Станоўчывынік атрымаем тады, калі дакажам, што найбольшае

і найменшае значэнні функцыі

«его. ;

Ка) зіп' х со5 х, ;

разгляданай на адрэзку [О, л/2], належаць адрэзку [о, зЗ/16]. Функ-

цыя Дх) непарыўная і дыферэнцавальная на гэтым адрэзку. Знойдзем

яе вытворную:

Разіп х зіп 8х.

Раўнанне /(х)--О мае адзін развязак Хол: л/З на інтэрвале (0, л/2).

Падлічым значэнні функцыі ў стацыянарным пункце і на канцах

адрэзка: /(0)-0, Кл/3)--83/16, Кл/2)--0. Такім чынам,

тіп (х):-0, тах Дх)--3У3/16.
(9, я/2] Ф, а/а]

Паколькі абодва значэнні належаць адрэзку [о, зуЗ /16], то няроў-

насць даказаная. «

Заўвага 8.14. Калі прамежак Р, на якім функцыя Дх) ёсць

непарыўная, не з'яўляецца адрэзкам, то ў такім разе для знаходжання

глабальнага экстрэмуму параўноўваюць мноства значэнняў функцыі

ў крытычных пунктах са значэннямі яе лімітаў на канцах прамежку.

Прыклад 8.10. Знайсці глабальныя экстрэмумы функцыі узахе"

на К.
Ь Калі вытворную у'--(х-р 1)е" прыраўняць да нуля, то атры-

маецца, што функцыя мае адзін стацыянарны пункт Хуза -- 1. Пад-

лічым:

383



 

Параўноўваючы паміж сабою гэтыя лікі, атрымаем, што найменшае

значэнне узел! функцыя мае ў пункце х----І, а найбольшага

значэння функцыя не дасягае. :

49. Выпукласць і пункты перагіну функцыі. Важнаю

характарыстыкай функцыі, а тым самым і яе графіка,

ёсць паняцце выпукласці.
Азначэнне 8.2. Непарыўная функцыя Дх) называецца

выпуклаю ўверх (выпуклаю ўніз) на інтэрвале(а, б), калі

для ўсіх пунктаў х; і х» з інтэрвала(а, б) праўдзіцца

няроўнасць

ае дачы? [рэа«а (8.63)

Разгледзім геаметрычную сутнасць паняцця выпук-

ласці (рыс. 8.8). Няхай М.і, М., Мо-- пункты графіка

функцыі усх), абцысы якіх адпаведна роўныяХі, Х»

Хуза(х-р х»)/2. Тады(Кхі-Ь К»))/? ёсць ардыната пункта

хіЧ- ха

2

ната пункта Мо графіка функцыі з абцысай, роўнай

абцысе пункта К.
Умова(8.63) выпукласці функцыі ўверх (уніз) азначае,

што для кожных пунктаў М, і М» графіка функцыі

у-зДх) сярэдзіна К хорды МіМ» ляжыць ніжэй (гл.

рыс. 8.8), або вышэй (рыс. 8.9) адпаведнага пункта Мо

графіка, або супадае з пунктам Мо.

 К -- сярэдзіныадрэзка М.М», а Н за Юхо) ёсць арды-
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Прыклад 8.11. Функцыя Д)ёсць выпуклая ўніз на кожным

інтэрвале.
і» Сапраўды, няроўнасць

д Тхў? Я

2 1 2
раўназначная няроўнасці ру--»ў»О, якая праўдзіцца для ўсіх

ХіХ, “« '

Тэарэма 8.18. Калі ["(х) 220 (Г(х) Од) для ўсіх пунк-

таў х з інтэрвала (а, б), то функцыя уз: Цх) ёсць выпук-

лая ўніз (выпуклая ўверх) на інтэрвале (а, б).

С Абмяжуемся доказам тэарэмытолькі ў тым выпад-

ку, калі выконваецца ўмова

ГО20 Ухекца, 6). (8.64)

Трэба даказаць, што для кожных пунктаў Хі, Х»

інтэрвала (а, б) праўдзіцца няроўнасць

 

34) “ Каа (8.65)

Няхай, напрыклад, хі““Х» (пры Хіза Хх. няроўнасць
«е!

(8.65) праўдзівая). Абазначым хоз- нта, тады

Хо-- Хута Хо” ХІ. (8.66)

Калі да функцыі / дастасаваць на адрэзках [г ха] і

[хь х»] формулу Тэйлара (8.26) з рэшткавым складнікам

у форме Лягранжа пры п--1, атрымаем:

ДаДадаха)Ра(аа), заь

аа)Ракаха) РЎаахай, хала
Складваючыгэтыя роўнасці і беручы пад увагу судачы-

ненне (8.66), прыходзім да роўнасці

Дадаў);(ЦЬ. (86

Паколькі Ёга, б), З»ег(а, Б), то, згодна з умоваю

(8.64), /”(61) 2» 0, /“(5.)220 і з роўнасці (8.67) вынікае

(ааўнааць Гаа)ан) гаЎхо), раўназначная няроўнасці

65). д
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Заўвага 8.15. Калі /”(х)--0 паўсюды на інтэрвале (а, В), то, як

“можна ўпэўніцца, у--Дх) -- лінейная функцыя,г. зн. яе графік ёсць

прамая лінія. У гэтым выпадку кірунак выпукласці можна лічыць

адвольным.

Азначэнне 8.3. Пункт М(хо Ххо)) чазываецца пунктам

“перагіну графіка функцыі уз Дх), калі ў пункце М гра-

фік мае датычную і існуе такое наваколле пункта Хо,

у якія графік функцыі у-- Кх) злева і сйрава ад пункта Хо

мае розныя кірункі выпукласці. Пры гэтым пункт хо назы-

ваецца пунктам перагіну функцыі ((х).
На рыс. 8.10 паказаны графік функцыі, якая мае

перагін у пункце Хо.
Тэарэма 8.19 (неабходная ўмова пункта перагіну).

Калі хо.ёсць пункт перагіну функцыі (х) і функцыя

А мае ў пункце хо непарыўную другую вытворную, то

“(хо)-е 0.
Ю Дапусцім адваротнае, што /“(ху)з20. Тады на

падставе лемы 6.2 пра захаванне знака непарыўнай

функцыі існуе наваколле пункта ху, дзе /“(х)«сО (або

Р)0), а значыць, згодна з тэарэмаю 8.18, функцыя

Дах) мае пэўны кірунак выпукласці ў гэтым наваколлі.

Але гэта супярэчыць наяўнасці перагіну ў пункце Хо

(гл. рыс. 8.10). ЕІ
Трэба адзначыць, што-не ўсякі пункт М(хо; (хо)), для

якога /“(ху)ге0О, ёсць пункт перагіну графіка функцыі.

Так, графік функцыі ўс-х' не мае перагіну ў пункце (0; 0), хоць

Рад 127:-0 пры х-О (рыс. 8.11).

Таму роўнасць нулю другой вытворнай ёсць толькі

неабходная ўмова перагіну. Патрэбна дадатковае дасле-

даванне ў кожным такім пункце, дзе другая вытворная

  Хо

Рыс.8.10 Рыс. 8.1
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роўная нулю, для чаго спатрэбіцца дастатковая ўмова
перагіну.

Тэарэма 8.20 (дастатковая ўмова пункта перагіну).
Няхай функцыя Хх) мае другую вытворную ў некаторым
наваколлі пунктахе. Калі ў гэтым наваколлі[“(х) мае роз-
ныя знакі злева і справа ад пункта хо то функцыя
К) мае перагін у пункце Ху.

[С З.таго, што /“(х) злева і справа ад пункта ху мае

розныя знакі, на падставе тэарэмы 8.18 робім выснову,

што кірункі выпукласці функцыі злева і справа ад

пункта хо розныя. Гэта і азначае, што хо ёсць пункт

перагіну. В “

Заўвага 8.16. Тэарэма застаецца праўдзіваю, калі функцыя

Дх) мае другую вытворную ў некаторым наваколлі пункта хо, за выклю-

чэннем самога пунктахо, і існуе датычная да графіка функцыі ў пункце

М(хо Кхо)). Калі /”(х) у названым наваколлі мае розныя знакі злева

і справа ад пункта хі то функцыя Дх) мае перагін у пункце хо.

Напрыклад, функцыя ДахіЗ у пункце х--О мае бясконцую

вытворную, а датычная да графіка функцыі ў пункце (0; 0) супадае

з воссю Оў. Другая вытворная ў пункце х--О не існуе. Але графік

функцыі узыЗ мае перагін у пункце (0; 0), бо другая вытворная

[аўДЭх3) мае злева і справа ад пункта х--0 розныя знакі

(рыс. 8.12).

 

Рыс. 8.12

52, Будаванне графіка функцыі. Пры будаванні графі-

ка функцыі у--Дх) можна прытрымлівацца наступнай

схемы:
1) знайсці абсяг вызначэння функцыі і даследаваць

характар пунктаў разрыву функцыі; ,

2) знайсці асімптоты графіка функцыі;

3) даследаваць функцыю на перыядычнасць, Цот-

насць або няцотнасць;

4) вылічыць вытворную /(х) і даследаваць функцыю

на манатоннасць і экстрэмум;' ,

5) вылічыць /“(х) і знайсці прамежкі выпукласці

функцыі і пункты перагіну;
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6) знайсці пункты перасячэння графіка функцыіз во-

сямі каардынат; ,

7) пабудаваць графік.

, з

Прыклад 8.12. Пабудаваць графік функцыі ў- М6х2--х7.

і» Пры даследаванні функцыі будзем прытрымлівацца пададзенай

вышэй схемы.
І. Функцыя вызначаная на ўсёй лікавай восі і не мае пунктаў

разрыву.
9. Вертыкальных асімптот не існуе, бо функцыя не мае пунктаў

разрыву другога роду. Для знаходжання нахіленых асімптот падлічым

адпаведныя ліміты (гл. формулы(6.60));

з “з

Ь- Іт 92 [іт Мб” с т Маа,
хзэ-фоо Х.- д бо Хх ХЗ ое

Б Літ (22а)
, х-з-- оо
: за.

Ст...ВТае
х-»- оо З З

У М(ба--дў -«Убе--х у

Такім чынам, прамая уз --х--2 ёсць нахіленая асімптота графіка

функцыі.
3. Функцыя не з'яўляецца ніперыядычнаю, ні цотнаю,ні няцотнаю.

4. Вылічым вытворную функцыі: '

г
24-х

ў-ч

2 Мх(б- яў

Вытворная існуе ўсюды, за выключэннем пунктаў хізеО, хэзеб.

Для даследавання функцыі ў крытычным пункце х; вызначым

аднабаковыя ліміты вытворнай пры хэ---0 і пры хэ--0:
. ;

. 44-х 4--х
АзЗи -- оо, [іт зада т ее.

д-- х-э0

Мх М(б--х) Мк У(б-ху

У крытычным пункце х; ліміт вытворнай пры х-»б роўны -- се.

Пункт хззе4 ёсць стацыянарны пункт функцыі, бо /(--4):50.

Вынікі даследавання пададзім у выглядзе табл. 8.І.

Табліца 6.1

 

У гэтай табліцы стрэлка «7» паказвае нарастальнасць функцыі на

адпаведным прамежку, а стрэлка «“Х» -- спадальнасць. З табліцы

388



відаць, што ў пункце хі «0 функцыя мае лакальнымінімум, а ў пункце

дак-- лакальны максімум.

5. Знаходзім другую вытворную функцыі:

“ 8

А(6х 5/3"

Пункты ХазаО і хэслб, у якіх не існуе другая вытворная, з'яўляюцца

пунктамі магчымага перагіну. Гэтыя пункты падзяляюць абсяг вызна-

чэння функцыі на тры прамежкі: (-- со, 0), (0, 6), (б, З. со). Вынікі

даследавання знака другой вытворнай пададзім у табл. 8.2

Табліца 6.2

Сб

р

е[ее

ў

8

[6

же]
да а

р

еД

ў

еІ
Выпуклая

]

Перагіну [. Выпуклая Перагін

!

Выпуклая

Г ўверх няма ўверх ўніз

з :
6. З раўнання Убё- Ў ггО атрымаем ху-20, хта б -- абцысы

пунктаў перасячэння графіка з воссю абцысаў. Значэнне /(0)--0 задае

ардынату пункта перасячэння графіка з воссю ардынат.

7. З дапамогаю атрыманых звестак пабудуем графік функцыі

(рыс. 8.13). «

   

    

   
  

 

 

: Рыс. 8.13

Прыпабудове крывой, што задаецца параметрычнымі

раўнаннямі х--х()), усі), звычайна падзяляюць вось

і на інтэрвалы, на кожнымз якіх функцыі 4) і у) мана-

тонныя. Пры гэтым бывае карысным пабудаваць папя-

рэдне графікі функцый хах) і узеу(ё).
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2 2

Прыклад 8.13. Пабудаваць крывую х-- і а, усе йа

і» Спачатку вылічым вытворныя:

ас -
й (Эй (8.68)

р“ і ,

 

якія выкарыстаем для даследавання функцый хзз д), усе (1) і пабудо-

вы іх графікаў (рыс. 8.14, 8.15). , :

з]

 

  



Карыстаючыся формуламі (7.24) і (7.25), знойдзем:

да, СЁ) .

азахнЎ (89)
” аг (г--5
Узх” (р (8.70)
(ЦУ

Пунктамі 1-- -5, ік -9, ёк --544, ігх -І, ЁсеО, Ге падзелім
вось і на 7 інтэрвалаў. На кожным з гэтых інтэрвалаў функцыі хі),
4) манатонныя, а вытворныя у, і у, захоўваюць знак. Складзем

табліцу значэнняў х і у (табл. 8.3), карыстаючыся графікамі функцый
хамі) і уза) (гл. рыс. 8.14, 8.15), і знакаў у. ух, карыстаючыся

формуламі (8.69) і (38.70).

Табліца 8.8

(--9о, --26/5)
(- 265, --5/2)
(548; 4120)
(--4190, --2)
(-2, -- ее)
(ЗЕ со, 2)
(2, оо) Б

О
Ы
Б
І
Е

СІ

 

Знойдзем асімптоты. Паколькі у-- со і х-» --5/2 пры 1-2, то

ха5 -.5/9 -- вертыкальная асімитота крывой. Калі Ё-- ое, то х-х ое

і у-»95/9, таму прамая у--25/2 ёсць гарызантальная асімптота

крывой.
Калі 1-- со, то х-з со іу-- ео. Высветлім, ці мае крывая нахіленую

асімптоту. Паколькі

вй--2а-2 а
ар).

00; СН
та.ара

то прамая у-ёх-р8 ёсць нахіленая асімптота.

З табл. 8.3 і формул (8.68) вынікае, што інтэрвалу (- со, --2) змен-

най і адпавядае частка (галіна) крывой, якая з'яўляецца графікам

функцыі ўсе ух), выпуклай уверх, прычым значэнню 4»: --5 адпавядае

пункт максімуму хузз --26/5 гэтай функцыіі ўцхо)з20.

Інтэрвалу (--2, -1) адпавядае галіна крывой, што з'яўляецца

графікам функцыі уг ух), выпуклай уніз пры іа(- 2, -.5/4) і выпук-

лай уверх пры ёе(--5/4, -1); пункт (--41/20; 75/4) гэтага гра-

фіка, які адпавядае значэнню /-- --5/4, ёсць пункт. перагіну. Пры

4---.І функцыя хз-хі) мае максімум, прычым х(-1)-2. ,

Інтэрвалу (--1, 0) адпавядае графік функцыі уа ца(Х), выпуклай

уніз, а інтэрвалу (0, 1)-- графік функцыі узву(х), выпуклай уверх.

Нарэшце,інтэрвалу (І, - со) адпавядае графік функцыі ПЕРАбЭЯ

выпуклай уніз.
Адзначым яшчэ, што х(1)::9, і(1):512 і, акрамя таго, правыя

вытворныя функцый у.(х) і ух) у пункце хсаг9 роўныя 1/3.

Выкарыстоўваючы табл. 8.3 і праведзенае даследаванне, будуем

крывую (рыс. 8.16). «
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Рыс. 8.16

8.5. НАБЛІЖАНАЕ ВЫЛІЧЭННЕ КАРАНЁЎ РАЎНАННЯЎ

19. Тэарэма пра ўкладзеныя адрэзкі. Няхай зададзена

паслядоўнасць адрэзкаў [аі, .], [а» 6], -.., [а» б.--»

такіх што кожны наступны ўлучаны ў папярэдні:

[а,, Б]Э[а», Б]... Эа, б]9.., г. зн.

ааБ, УвеМ, (8.71)

і няхай даўжыня адрэзка [а/, 6.], г. зн. розніца 6,--а,

імкнецца да нуля пры п-э оо. Такую паслядоўнасць
будзем называць паслядоўнасцю ўкладзеных адрэзкаў.

Тэарэма 8.21. Для кожнай паслядоўнасці ўкладзеных

адрэзкаў існуе адзіныпункт, які належыць усім адрэзкам

гэтай паслядоўнасці.
ОЮ З няроўнасцяў (8.71) вынікае, што левыя канцы

адрэзкаў утвараюць неспадальную паслядоўнасць

аа...хаха,іх.., (8.72)
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а правыя канцы-- ненарастальную "паслядоўнасць

ББ.Б... (8.73)

Прыгэтым паслядоўнасць (8.72) ёсць абмежаваная звер-

ху, а паслядоўнасць (8.73) -- знізу, паколькі а,хсб, і
Ь.гга; Упве М. На падставе тэарэмы 6.1 гэтыя пасля-

доўнасці збягаюцца. Калі Ііт а,2-сі, а іт б.зесь то
л-з» во п-з- 90

ал сі, сб. З умовы

0: 1іп (5,-а) Ііт 6,- іп а, с;--с»
п-ко п-з6о

вынікае с;-2 с», г. зн. паслядоўнасці(а,) і (5,) збягаюцца

да супольнага ліміту, які мы абазначым праз с, прычым

асаб, Уп. Гэта азначае, што пункт с належыць усім

адрэзкам паслядоўнасці (8.71).

Дакажам зараз, што такі пункт толькі адзін. Да-

пусцім, што існуе пункт а (45ёс), які належыць усім

адрэзкам паслядоўнасці (8.71). Для пэўнасці дапусцім,

што са, тады атрымаем, што адрэзак [с, 4] належыць

усім адрэзкам (а),6.]. У такім разе для ўсіх п праўдзяцца

няроўнасці Б,--а,е4-с»О, што немагчыма, бо

Ь,--а0 прып-з со. Гэтая супярэчнасць і даказвае адзі-

насць пункта с.

Заўвага 8.17. Тэарэма будзе непраўдзіваю, калі замест адрэз-

каў разглядаць інтэрвалы. Напрыклад, для паслядоўнасці ўкладзеных

інтэрвалаў

( ) 4 “ 9" т.
0, 5 0, 5 з 0, Юю... 0, Ч, о

не існуе пункт, які належыць усім інтэрвалам. Сапраўды, які б пункт

с з інтэрвала (О, 1) мы ні ўзялі, заўсёды знойдзецца нумар К, што пры

пс» М будзе 1/9" «гс, і, такім чынам, пункт с не належыць інтэрвалам

разгляданай паслядоўнасці, якія змяшчаюцца ў інтэрвале(І, 1/2").

99, Метад накіраванага перабору. Метады даследа-

вання паводзін функцыі даюць магчымасць знаходзіць

набліжаныя значэнні каранёў раўнання

Да, (8.74)

дзе Дх)-- некаторая непарыўная функцыя, Будзем лі-

чыць, што шуканы корань гэтага раўнання ёсць ізалява-

ны на адрэзку Га, б), г. зн. корань з'яўляецца ўнутраным

пунктам адрэзка [а, б], які не змяшчае іншых каранеў

разгляданага раўнання. Дапусцім, што функцыя Ха) не-
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парыўная на (а, Б] і мае на канцах гэтага адрэзка зна-

чэнні розных знакаў.

Для пэўнасці будзем лічыць, што Каў:0, А0)0.

Падзелім [а, б] папалам і выберам той з двух атрыманых

адрэзкаў, на канцах якога Хх) мае розныязнакі. Абазна-

чым яго [а/, 01]. (Калі б функцыя Дх) у сярэдзіне адрэзка

[а, 6] мела значэнне 0, то корань быў бы знойдзены.)

Падзелім (а), 5] папалам і выберам той з атрыманых

адрэзкаў, на канцах якога Дх) мае розныязнакі, і г.д.

Працягваючы гэты працэс, мы або натрапім на ко-

рань раўнання, або пабудуем паслядоўнасць укладзеных

адрэзкаў:

(а, Ў Э[аі, ЬЫ] [а» БЫ... Эа, ЫІЭ.»

прычым Да/)-0, (6.)20 Уле М. Згодна з тэарэмаю

8.21 пра ўкладзеныя адрэзкі, існуе адзіны пункт с, што

належыць усім адрэзкам, да якога збягаецца кожная

з паслядоўнасцяў (а) і (6,).
Дакажам, што пункт с ёсць шуканыкорань. Паколькі

функцыя Дх) ёсць непарыўная ў пункце с, то кожная

з паслядоўнасцяў (Ка,)) і (КЬ.)) збягаецца да Де). А таму

з умоваў Ца/)г-д і (ь,.)20 на падставе лімітавага

пераходу ў няроўнасці атрымаем, што адначасова праў-

дзяцца няроўнасці Дс)«сд і Хс)220, адкуль Хс)--О. Калі

за набліжанае значэнне гэтага кораня ўзяць сярэдзіну

адрэзка [а/, 0,], г. зн. Е--(а,3:-65.)/2, то-лік Ё адрозні-

ваецца ад дакладнага значэння кораня не больш, чым на

(Б--ау/2””.. .

Сапраўды, даўжыня адрэзка[а/, ё,] роўная (Ф- а4)/2”,

а адлегласць ад кораня с да лункта 5 не перавышае

паловы даўжыні адрэзка [а/, 0.].

Такім чынам, апісаны метад дазваляе вылічыць шу-

каны корань с з адвольнай дакладнасцю, калі ўзяць

п дастаткова вялікім. Гэты метад зручнытым, што патра-

буе аднатыпных вылічэнняў, і таму яго часта выка-

рыстоўваюць для вылічэнняў на сучасных вылічальных

машынах.
3?. Метад датычных. Гэта адзін з найбольш эфектыў-

ных метадаў знаходжання каранёў раўнання (8.74).

Як і раней, будзем лічыць, што корань раўнання

(8.74) ёсць унутраны пункт адрэзка [а, б]. Дапусцім

таксама, што функцыя 7 на [а, 6] мае непарыўныя зна-

касталыя вытворныя /(х) і /“(х), а яе значэнні Да)
і (б) маюць розныязнакі. Паколькі знак /(х) нязменны

на [а, 6], то функцыя Дх) або нарастае, або спадае на
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гэтым адрэзку, і, такім чынам, у абодвух выпадках

графік функцыі узеДх) перасякае вось Ох толькі
ў адным пункце,г. зн. х--с ёсць адзіны кораньна [а, б].

Паколькі знак /(х) сталы, то кірунак выпукласці графі-
ка функцыі у--Дх) на гэтым адрэзку не змяняецца.

Для пэўнасці разгледзім выпадак, калі /(х)»0

і /“(х)2»0. У такім разе Да)«сО, Д6)»0 і графік
функцыі выпуклыўніз (рыс. 8.17). Правядзем праз пункт
В(Ь; /(б)) датычную да графіка функцыі узД). Яе

раўнанне мае выгляд

УаКВ)Р(ЬХх--6).

 

Рыс. 8.17

Беручыу--0, знойдзем абцысу х; пункта перасячэння

датычнай з воссю Ох:

з.Мхізебф й (8.75)

Паколькі (6)//7(6)2» 0, то хіч-6. .

З формулы(8.75) з улікам роўнасці Дс)--0д вынікае

К-Ке) :

Ро)

Дастасоўваючыда розніцы, якая стаіць у лічніку апош-

няга дробу, формулу Лягранжа (8.5), атрымаем

б- хі»

РЬХ- с) (8.76)

Ро)

дзе с«СБ «сб. Паколькі /“(х)»О, то функцыя Г(ах) ёсць

нарастальная на [а, Б], значыць, /(5)//7(8): І, прычым

РФР(Ь)» 0. Таму з формулы(8.76) выводзім 6-- хі

«Б- с або с«сх.. Такім чынам, сахі.

Возьмем за першае набліжанае значэнне кораня
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пункт хі. Затым правядзем датычную да графіка ў пунк-

це Ві(х; Дахі) і, дзейнічаючы аналагічна, возьмем за

другое набліжанае значэнне кораня пункт х»

Ка)

БМ аў

Пры гэтым, як і вышэй, паказваецца, што схо.

Працягваючы гэты працэс, атрымаем для ўсякага

п формулу
Ца)
ГУ

Такім чынам, намі пабудавана паслядоўнасць наблі-

жаных значэнняў кораня ё, прычым

рохіль хора... аХа Хар 122. 22. (8.78)

Дакажам, што паслядоўнасць(х,) збягаецца да шука-

нага кораняс, і ацэнім хібнасць, г. зн. адхіленне набліжа-

нага значэннях, ад дакладнага значэння кораняс. Згод-
на з формулаю (8.78), паслядоўнасць (х,) ёсць спадальная

і абмежаваная знізу лікам с. На падставе тэарэмы

б.І яна мае ліміт с' 2» с. Калі ў роўнасці(8.77) перайсці да

ліміту і ўлічыць непарыўнасць функцый Дх) і /(х), то

"атрымаем

ХітХа” (8.77)

адкуль вынікае, што Д4с')220, г.зн. с” ёсць корань раў-

нання (8.74). Але на адрэзку [а, 5] маецца толькі адзін

корань с, таму с”згс. Такім чынам, паслядоўнасць (х,)

збягаецца да кораня с.
.Ацэнім зараз адхіленне п-га набліжаннях, ад даклад-

нага значэння кораня с. Дастасоўваючы да выразу

Каха) Каа)-- Ке). (Ке) -г0) формулу Лягранжа, маем
Гаа) Г(Б.Хха- е), дзе сесх, адкуль

Іха--сі за, (8.т9) 

дзе т -- найменшае значэнне [/(х)] на адрэзку [а, 0].
Формула (8.79) дазваляе ацаніць адхіленне набліжанага

значэння х, ад дакладнага значэння кораня с.
Формула (8.77) ёсць асноўная разліковая формула

метаду датычных. Яна ўяўляе сабою метад паслядоўных
набліжанняў (ітэрацый).

Мыразглядзелі выпадак, калі /(х)»0і [(х). 0 на
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адрэзку [а, д]. У залежнасці ад камбінацыі знакаў

ро) і Г(9) магчымыя яшчэ тры выпадкі: 1) /(х).»0,

(к) «сб; 92) Р(а)«сО, /(х)50; 3) Р(х)«О, Г(х).а0.
У кожным з іх абгрунтаванне метада датычных анала-

гічнае разгледжанаму выпадку. Аднак трэба заўважыць,

што датычную неабходна праводзіць у тым канцыдугі

крывой, дзе знакі функцыі і яе другой вытворнай супа-

даюць.

Прыклад 8.14. Вылічыць корань раўнання Х--Б:-0 метадам да-

тычных.
.

І» Разгледзім функцыю Казе-- 5. Яна ёсць непарыўная на ўсёй

лікавай восі. Знойдзем адрэзак, на канцах якога функцыя Кх) мае

значэнні розных знакаў. Паколькі К: 1, (3)--4;, то такім будзе

адрэзак [2, 3]. Унутры яго знаходзіцца шуканы корань раўнання.

Функцыя Дх) мае на гэтым адрэзку непарыўныя дадатныя вытворныя

РадзЭх і Р(а):-2. Такім чынам, першую датычную да графіка функ-

цыі трэба праводзіць праз пункт (3; 4). У формуле (8.77) возьмем ХузаЗ

і атрымаем першае набліжанне кораня:

ма?8.99360т.

Для знаходжання хібнасці набліжання хз скарыстаем формулу

(8.79). Паколькі вытворная /(х) нарастае на адрэзку (2, 3], то наймен-

шае яе значэнне на гэтым адрэзку ёсць /(2)-- Ф,г. зн. ті сс4. Падлічым:

".Кхау-ехФ--5--(2.23607Ў --5 “г 0,00001,

Затым на падставе формулы(8.79) маем

азс«с аа 2:0.0000025-:2;5- 1079.

Калі, згодна з умоваю задачы, такая дакладнасць вылічэння кораня

дастатковая, то працэс пабудовы набліжанняў спыняецца. У проці-

леглым выпадку гэты працэс трэба працягваць. “ч



9. НЯВЫЗНАЧАНЫІНТЭГРАЛ

Знаходжанне вытворнай дадзенай функцыі ёсць адна

з асноўных задач дыферэнцыяльнага злічэння. Разнастай-

ныя пытанні матэматычнага аналізу і яго дастасаванні

ў геаметрыі, механіцы, фізіцы і тэхніцы прыводзяць-да

адваротнай задачы: знайсці функцыю, для якой зададзе-

ная функцыя з'яўляецца вытворнай. Аднаўленне функцыі

па вядомай вытворнай гэтай функцыі ёсць адназ асноў-

ных задач інтэгральнага злічэння.

9.4. НЯВЫЗНАЧАНЫ ІНТЭГРАЛ
І МЕТАДЫ ІНТЭГРАВАННЯ

12. Першаісная. Няхай Р ёсць канечны або бясконцы

прамежак (інтэрвал, паўінтэрвал або адрэзак), на якім

вызначаны функцыі Дх) і Р(х).

Азначэнне 9.1. Функцыя Р(х) называецца першаіснаю

для функцыі (х) на прамежку Р, калі для кожнага хеР

праўдзіцца роўнасць '

. Р(х)- ж). (9.1)
Калі прамежку Р належыць нейкі яго канец, то пад

вытворнаю ў гэтым пункце разумеюць адпаведную адна-

баковую вытворную. Паколькі функцыя, што мае вытвор-

ную ў дадзеным пункце, ёсць непарыўная ў гэтым пункце

(аднабакова непарыўная, калі гаворка ідзе пра аднаба-

ковую вытворную), то першаісная Г(х) функцыі Ха) ёсць

непарыўная функцыя на прамежку Р.

Задача знаходжання для дадзенай функцыі Хх) яе

першаіснай развязваецца неадназначна. Сапраўды, калі

Е(х) -- першаісная для функцыі Дх), г. зн. Е(ЗЕ бх), те

Е(х)З-С, дзе С--сопзі, ёсць таксама першаісная для

функцыі Дх), бо

(Ва)СУР)К).

Мае месца таксама адваротнае сцверджанне.

Тэарэма 9.1. Калі Ецх) і Ех) -- дзве першаісныя для

функцыі Кх), то Е(х)-- Рах) згсопзі, г. зн. усякія дзве
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з

першаісныя для адной і той самай функцыі розняцца на

сталы складнік.
С] Паколькі Рух) і Рах) ёсць першаісныя для функцыі

Да), то Рі(х)ее Ца), Ес(х)зе Дх) для ўсіх хегР. Адсюль
вынікае, што калі хв Р, то (Р(х)- Ех)У0. Згодна

з тэарэмаю 8.5 Р(х)- РДх)--сопзі. М
Такім чынам, калі для функцыі Хх) існуе хоць бы адна

першаісная Р(х), то ўсякая яе першаісная мае выгляд
РЕ(х)--С, дзе С-- адвольная канстанта.

29. Нявызначаныінтэграл і яго ўласцівасці. Няхай

функцыя Дх) вызначана на пэўным прамежку Р.

Азначэнне 9.2. Сукупнасць усіх першаісных для функ-

цыі (х) на прамежку Р называецца нявызначанымінтэг-
ралам ад функцыі Цх) на гэтым прамежку і абазна-

чаецца Ў(х)ах.
Такім чынам,

ўдак Е(а)4:С, (92)

дзе Р(х) ёсць адна з першаісных для функцыі Кх),

а С-- адвольная канстанта. Сімвал ў называецца знакам

інтэграла, (х) -- падынтэгральнай функцыяй, а Цх)ах -

падынтэгральным выразам.
Аднаўленне функцыі па яе вытворнай або знахо-

джанне нявызначанага інтэграла па зададзенай падын-

тэгральнай функцыі называецца інтэграваннем гэтай

функцыі. Каб праверыць, ці правільна зроблена інтэгра-

ванне, дастаткова прадыферэнцаваць вынік і атрымаць

пры гэтым падынтэгральную функцыю.

З азначэння нявызначанага інтэграла непасрэдна

вынікаюць наступныя яго ўласцівасці.

1. Вытворная нявызначанага інтэграла роўная падын-

тэгральнай функцыі; дыферэнцыял ад нявызначанага

інтэграла роўны падынтэгральнаму выразу, ё. Зн.

дахуК), б Кадах-дах.

С Сапраўды,

(даху(В(а)З СУ Р(х)зь Ка),

аўКдахь (ўКхах)ахКдах. М

9. Нявызначаны інтэграл ад дыферэнцыяла функцыі

роўны суме гэтай функцыі і адвольнай канстанты, г. ЗН.

ўаЕ(х)-- Ва)С.
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С) На самай справе, паколькі аР(х)-- Р.(х)ах, то

ўар(х)РохВа)С. з

3. Сталы множнік можна вылучаць з-пад знака інтэг-.

рала, е. Зн. калі Ёзгсопзізё 0, то

ўрадах» еў Дах. (93)

С Няхай Р(х) ёсць першаісная для функцыі Хх), тады

ЕР(х) ёсць першаісная для функцыі ЁДх), паколькі

С (ВР(х))зв ЁР(х)з-ЕКх). Згодна з азначэннем нявызна-

чанага інтэграла,

ўекг)ах--ЕРСІ,
ЕўКахКВ(х)3 С).

Паколькі 2520, то з роўнасці Сіг- С» для кожнага С»

можна вылічыць адно значэнне С: і наадварот. Тым

самым сукупнасці функцый ЕР(х)-- С,і ЕР(х)- «С» супа-

даюць. Гэта і даказвае ўласцівасць (9.3). 4

4. Нявызначаны інтэграл ад сумы дзвюх функцый

роўны суме інтэгралаў ад гэтых функцый, г. зн.

дахКадахЎ я(х)ах.

О Няхай Е(х) і б(х)-- першаісныя для функцый

Дх) і г(х) адпаведна,г. зн. Е(х) зе ДХ), С(х)-- в(х). Таму

функцыя Р(х)-р С(х) ёсць першаісная для функцыі Дх)-Ь

З- г(х). Такім чынам,

ўХдах- ў а(дах-(Р(х)-ЬС)(89):С)
ЗЕЗбОдЗ(СІ ЗЬ СеР()З б(2)- СЬ

аца. а
З уласцівасцяў 3 і 4 вынікае, што аперацыя інтэгра-

вання мае ўласцівасць лінейнасці: інтэграл ад лінейнай

камбінацыі функцый роўнылінейнай камбінацыі інтэгра-

лаў ад разгляданых функцыі, г. зн.

ЎаДа)-несааха ў Дахн ў е(гах,

дзе Х і ц ёсць канстанты, ДЗЕ 1520.

39. Метад падстановы. Гэты метад грунтуецца на

правіле дыферэнцавання складанай функцыі.

Тэарэма 9.2. Няхай ЧХ1) ёсць першаісная для функцыі

Фі) на прамежку Т, а х) ёсць дыферэнцавальная на

прамежку Х функцыя, прычым (Х)с Т. У такім разе на

прамежку Х праўдзіцца формула

ўс(дахКх))- С. (9.4)
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ОЮ Дастаткова паказаць, што ЧХДх)) ёсць першаісная

для падынтэгральнай функцыі. Згодна з умоваю тэарэ-

мы, Ф'(д)зеФ(?). На падставе правіла дыферэнцавання
складанай функцыі атрымаем:

(«Ф.УФЎфа). а
Формулу (9.4) называюць формулай замены зменнай

у нявызначаным інтэграле, а метад інтэгравання, што
грунтуецца на выкарыстанні формулы(9.4), называюць
метадам падстановы. Для практычнага ўжывання гэтай
формулы больш зручным з'яўляецца яе наступнае выяў-

ленне:

Умаўбаку. (9.5)
Пры інтэграванні паводле формулы (9.5) кажуць, што
выкарыстоўваецца метад паднясення пад дыферэнцыял.

Прыклад 9.І. Вылічыць ўехах.

 

ЬЬ Маем:

віп Хх С05 Хх Ё, "
1 г ы 9 а

ў в хах чы а

За
аўнІЗСЁ - Іп [соз ІЗ С

або непасрэдна метадам паднясення пад дыферэнцыял

“

ўна хака -ўба.п Ісов хі: С.
. со5 Х

49. Метад інтэгравання часткамі. Метад інтэгравання

часткамі грунтуецца на выкарыстанні формулы дыфе-

рэнцавання здабытку дзвюх функцый.

Тэарэма 9.3. Няхай функцыі шцх) і д(х) ёсць дыфе-

рэнцавальныя на прамежку Р і існуе першаісная для

функцыі д(х)и(х) на гэтым прамежку. Тадыіснуе перша-

існая для функцыі шх)о(х) і праўдзіцца формула

адо)ахца)Ўах. (96)

ОЮ З роўнасці

(хуо(х))У ы ш(х)а(х)З (х)е(ж)

вынікае, што

: ,
і

Ф Тут і далей у квадратных дужках даюцца прамежкавыя выл

чэнні.
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шае(к) ((х)е(х))(дах).

Функцыя шх)о(х) ёсць першаісная для функцыі

(шх)о(х)У на прамежку Р. Функцыя у(х)о(х) мае перша-

існую, згодна з умоваю тэарэмы. Такім чынам і функцыя

шх)о(х) мае першаісную на прамежку Р. Калі праінтэг-

раваць апошнюю роўнасць, то атрымаецца формула (9.6);

ўадо(ах(цах)ахЎ(ах

зе шх)о(х)-- с-ў цхи(хах шх)о(х)-ў о(х)и(х)ах.

(Канстанта С улучаная ў інтэграл ўа(хуихах.) Ю

Формулу (9.6) для вылічэння нявызначанага інтэгра-

ла называюць формулай інтэгравання часткамі.

Калі ўлічыць, што 0(х)ёх-- 49, а(х)ах:- аш, то форму-

лу (9.6) можна падаць у іншым выглядзе

ўцёо-- ио -ўоди.

Прыклад 9.2. Няхай

ах
Гаа, пеМ, азе.Уз

Вывесці рэкурэнтную формулу для вылічэння інтэграла 1).

Ь Калі цз-(г-ра?)", дзех, то шсера"1, аі.

Паводле формулы (9.6) атрымаем

х Ёа
арапа
о араў Т аУсааўа

дзе

ж сруаў ада)аратынц

Такім чынам,

адрааапаць
а :

адкуль
х Здп--1

араў гай 99
Прывылічэнні інтэгралаў метадам інтэгравання част-

камі ў асобных прыватных выпадках выкарыстоўваюць

наступныя прыёмы:

1) у інтэгралах ад функцый х” зіпах, х" созах, хте“,

х" В ах, х" сп ах бяруць из-х”, а за Фо -- астатні выраз;

2) пры інтэграванні функцый х'Іпх, х"' агсіе Вх,

Хх" агссів Вх, х'агсзіп х, х" агссоз х бяруць 40-- х'ах, а за
ц лічаць астатні множнік; ' ”
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3) інтэграванне функцый е“'соз бх, е““зіпБх,
зіп (Іпах), со5 (Іпах) прыводзіць да раўнання ў дачыненні
да зыходнага інтэграла.

Прыклад 9.3. Вылічыць інтэграл ўе" соз хах.
» Абазначым праз / значэнне гэтага інтэграла і двойчы выка-

рыстаем пры яго вылічэнні метад інтэгравання часткамі:

1--ў е" соз хах--ўсоз х 4ех-- е" сов х ЗУ е'віп хах»

зав" С05 каў зіп х 4е' се" соз х--е" іп х- ўе соз хах.

Такім чынам, мы прыйшлі да раўнання

Ге" со хе" зіп х--1,

адкуль

газесез х-віп х)З С.

З дапамогаю аперацыі дыферэнцавання лёгка праве-

рыць. праўдзівасць наступных формул, якія ўтвараюць

табліцу нявызначаных інтэгралаў. Усюдыў табліцыпад

й маем на ўвазе дыферэнцавальную функцыю іх) ад

незалежнай зменнай х:

 

 

1) ў0-аш-- С;
2) Ў 1-ап--и- С;

3) ўпа;
е шата

4) ўшаС, азе І;

5) ў аш а. З.С, ага, азе 1;
Іпа

6) ўешеС;

7) Увіп шам-- сов иС;

8) ўсоз цёц-- зіп и-- С;
ац ,9) ўсі
ац

10) шшасів и С;ў
11) ў зВ пацее сп и С;

ў

у

 

12) Усі пард зВ йЗ С;

ац

13) сВеш
 гааш С;
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14) ў раз --сіпа4 С;

15) ўчагеаа С, аго;

16) ўна

1?ўча [ра С, азе
18) ўрнагеп аС, а»;

а
19) А-а ШшМаЗа [14:С, азе.

Ма

Інтэгралы, пададзеныя ў гэтай табліцы, звычайна

называюць табліцавымі.

9.2, ІНТЭГРАВАННЕ РАЦЫЯНАЛЬНЫХ ФУНКЦЫЙ

12. Раскладанне правільнага рацыянальнага дробу на

суму простых дробаў. Будзем разглядаць рацыянальную

функцыю, г. зн. функцыю выгляду

Га)Р(х)/94), (98)

дзе Р.(х) і О4х)-- мнагасклады ступеняў т і п адпа-

ведна. Надалей усюды будзем меркаваць, што каэфі-

цыенты мнагаскладаў Р, і О, ёсць рэчаісныя лікі.

Калі тасп, то функцыю Дх) называюць правільным

рацыянальным дробам; калі тп, то Д) называюць

няправільным рацыянальным дробам.

Лема 9.І. Калі функцыя Р.(х)/Ох) ёсць правільны

рацыянальныдроб і х-а-- рэчаісны корань мнагаскла-

ду О(х) кратнасці 8 2 1, то існуюць рэчаіснылік А і мна-

гасклад Р(х) з рэчаіснымі каэфіцыентамі, такія, што

Рах) А Р(х) 99
б(кай (к-а7'!0,а) 9

дзе 0,кх)ёсць дзель ад дзялення О.(х) на (х--а)'. Другі
складнік у правай частцы роўнасці (9.9) ёсць правільны

рацыянальныдроб, лік А і мнагасклад Р(х) вызначаюцца

адназначна.
С Паколькі лік а ёсць корань кратнасці ў мнагаскла-

ду О(х), то, згодна з азначэннем кратнага кораня (1.59),

мнагасклад О(х) мае наступнае выяўленне

9)(х-аўд,х), 9.(а)5е9. (9.10)
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Знойдзем такі лік А, каб мнагасклад
деі

ф(х)- Ра)Аб,х) (9.1)

быў падзельны на х--а.

Паводле тэарэмы Бэзу мнагасклад Ф(х) ёсць падзель-

ны на х--а, калі і толькі калі ф(а)--О, г. зн.

Р.(а)-Аб,а),

адкуль, згодна з умоваю (9.10), знаходзім

АБ Р.(аО,-.«а). (9.12)

Такім чынам, лік А ёсць рэчаісны і знаходзіцца

адназначна паводле формулы (9.12).

Паколькі мнагасклад ф(х), дзе лік А вызначаецца

формулаю (9.12), ёсць падзельнына х--а, то існуе адзіны

мнагасклад з рэчаіснымі каэфіцыентамі Р(х), такі, што

да(х-а)Р(а). (918)

З роўнасцяў (9.11) і (9.13) вынікае, што

Р.(х)-- Ад,ах)св(х- а)Р(х). (9.4)

Калі падзяліць абедзве часткі роўнасці (9.14) на Ох)

А.(х- аў,х), то атрымаем судачыненне (9.9).

Няхай г--ступень мнагаскладу ф(х), тады га

с: тах (т, п-- 8), дзе т «сп, п--Е«п-- 1 «п, ітаму гасп.

Такім чынам, :

Рох) 909

(стаў'9,ц) 9
 

ёсць правільны дроб. С .

Вынік. Карыстаючыся гэтаю лемаю і разоў, атры-

маем роўнасць

Рах) А, Аь-а А, Род. (9.15)
блат ааТТаа 09аў

дзе лікі А., ..., А», Яь ёсць рэчаісныя, Р(х) -- мнага-

склад з рэчаіснымі каэфіцыентамі, дроб Р(х)/9,-.(х)

ёсць правільны, а лік хзза не з'яўляецца коранем мнага-

складу 9,дх). А.
Лема 9.2. Калі функцыя Р.(х)/9х) ёсць правільны

рацыянальны дроб, а лік хусва-іВ, Вяд, камплексны

корань мнагаскладу Ох) кратнасці І, то існуюць рЭ-
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чаісныя лікі В і Р, а таксама мнагасклад “(х) з рэчаісны-

мі каэфіцыентамі, такія, што

Рах) о Вх-р 5)
Бі).ВВ. З. (91
0() (раў. (9-рра-раЎ9,ах) 919)

прычым другі складнік у правай частцы гэтай роўнасці

ёсць правільныдроб,лікі В, Р і каэфіцыентымнагаскла-

ду 5(х) вызначаюцца адназначна; мнагасклад 9, .(х)--

дзель ад дзялення Ох) на (9 --рх--д), дзе Ў. рх--

«аза (х--хх хо).
СІ Паколькі хуз-а--іВ ёсць корань мнагаскладу Ох)

кратнасці /, то, згодна з роўнасцямі (1.60) і (1.61), мнага-

склад Ох) можна падаць у выглядзе

0(хурх-- 4)9,ах),

дзе

9,(хо), 0,(хо) зе 0. (9.17)

Знойдзем зараз такія рэчаісныя лікі В і Р, каб

мнагасклад

КдЕР(д-(Вхррю,ц) (918)
быў падзельны на Фрх--д. Згодна з тэарэмамі

1.Фі 1.10, гэта будзе выконвацца,каліі толькі калі лік Хо

будзе коранем мнагаскладу “(х), г. зн. у выпадку, калі

Ххоўз:О або

Р.(хо)- (Вхў-Е Р)0,(хо)-0; (9.19)

З роўнасці (9.19) з улікам умоў (9.17) атрымаем

" С. Вабю)
ВорВаў .(9.20)

Няхай с і Ф ёсць адпаведна рэчаісная і ўяўная часткі

дробу, які стаіць у правай частцы роўнасці (9.20). Тады

гэтая роўнасць набывае выгляд

ВЗ В(а--ів)ес-іа,
адкуль

Ва-- Рас,а (921)
ВВв-а.

Паколькі 8520, то з сістэмы раўнанняў (9.21) адна-

значна вызначаюцца рэчаісныялікі В і Р, такія, што для

іх праўдзіцца ўмова ў(хо)2- 0, і таму для гэтых значэнняў
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В і Р мнагасклад ЧД(х) ёсць падзельны на З.рух.

Такім чынам, існуе адзіны мнагасклад з рэчаіснымі

каэфіцыентамі 5(х), такі, што

ЫЬрх3- д)5(х). (9.29)

З роўнасцяў (9.18) і (9.22) вынікае, што '

Р.(х)-(Вх-- р)9,(я)(ерх-- д)5(х). (9.23)

“Калі падзяліць, абедзве часткі роўнасці (9.23) на

0(9)(ррх-р а) 0,:.4х), то атрымаем стасунак (9.16),

у якім дроб

809) о“
(араў7'0,а) 9)

ёсць правільны. Сапраўды, калі г -- ступень мнагаскла-

ду “Цх), то гат і гасп--2І--1, адкуль вынікае, што

гап- 1. 8
Вынік. Карыстаючыся гэтаю лемайІ разоў, атрымаем

 

Рах) о Вер, Ві ухР; Ф.

90. (аррааў" (ра!
Віх-- Р, З(х) 994

дрраа" ба) (924

 

дзе В. Ю, (ў-зТ,2) ёсць рэчаісныя лікі 5(а) -- мнага-

склад з рэчаіснымі каэфіцыентамі, дроб 5(х)/9,Ах)

з'яўляецца правільным, прычым мнагасклад 9,-г(х) не

дзеліцца на ХЗ. рх- ч.
Тэарэма 9.4. Калі Рых) і 92) -- мнагаскладыступе-

няў т і п адпаведна, прычым тсп і каэфіцыенты гэтых

мнагаскладаў ёсць рэчаісныя лікі, а О(х) можа быць

пададзены ў выглядзе (1.62), то

 

  

 

: е) ф-» 1).
Р) А! АІ" А

га ДАЕ.Я
Ох) (хад (гад)! х--а

(А) а) (П (а)
А А В р
СЁ, АЕ ар...
(к-а) ха (рта)

ВО Ваду-р'? ВАВ?

Вкжа "(арла “Ў
або
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тА , І , .
Ра) ў ў Ар Віж
ада га ДНА. (9.2
9») рИ й (х--а,) в» а (ррда) ( 9)

Усе каэфіцыенты раскладу (9.25) ёсць рэчаісныя лікі

і вызначаюцца адназначна.
ОЮ Карыстаючыся вынікам з лемы 9.1, вылучым спа-

чатку простыя дробы тыпу А/Д(х--аі), дзе р набывае
значэнні ад І да Кі. Затым да дробу Р(х)/9,-ь(а) зноў

дастасоўваем вынік з лемы9.! (формула (9.15)) г. д.,

пакуль не вылучым простыя дробы, якія адпавядаюць
усім рэчаісным караням мнагаскладу Ох). У выніку

правільны дроб Р,(х)/О4х) будзе мець выяўленне

Е
лі

Р) Хх АФ Р(х)
Ох) з; А (с--аУ т 0,2)" (9.26)
 

 
 

дзе ізап-- У 8; Р(х)/О..(х)- правільныдроб, а мна-
тп-і

гасклад 0.(х) не мае рэчаісных каранёў.
Дастасоўваючы да кожнай пары камплексна-спалу-

чаных каранёў мнагаскладу О.(х) вынік з лемы9.2 (фор-
мула (9.24)), атрымаем

 

і, , ,
Р(х) ў ВІбх--рФ

г ША, 279-5 ЕР (927)
тэаі [51

З формул (9.26)і (9.27) вынікае роўнасць (9.25), якая

падае расклад правільнага рацыянальнага дробу на

суму простых дробаў. Ю

“Напрыклад, калі

газаа

аа

(г ІўЗЎСЎ-Зх-р ЎсеЗІ)”
то расклад функцыі Дх) на простыя дробы мае выгляд

Аа Я А? АЎ) А А 3

х-1 (хз1ў  хтЗо (Зу (х-З)
Вар Врр? вср?

гі т а.Зх--5

'

(2- Зх--5)7

Для знаходжаннякаэфіцыентаў А'?, В“, р? раскладу
(9.25) звычайна прыводзяць простыя дробы ў правай
частцы формулы (9.25) да супольнага назоўніка, які.
роўны О0.(х). Тады формула (9.25) набывае выгляд
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Рах). Гх)

9(6) Ох)

адкуль вынікае, што Р.(ху) Г(х).

Прыраўноўваючы каэфіцыенты прыаднолькавыхсту-

пенях х мнагаскладаў Р,(х) і Хх), атрымаем лінейную

сістэму раўнанняў,з якой знойдземкаэфіцыентыраскла-

ду (9.25). Гэтая сістэма на падставе тэарэмы 9.4 мае

адзіны развязак. Такі спосаб знаходжання раскладу

правільнага рацыянальнага дробу на простыя называец-

ца метадам нявызначаных каэфіцыентаў.

Метад нявызначаных каэфіцыентаў з'яўляецца даволі

груваздкім. Пакажам зусім просты метад вылічэння

каэфіцыентаў раскладу ў прыватных выпадках.

Няхай назоўнік Ох) правільнага рацыянальнага
дробу Р.(х)/О4х) мае рэчаісны корань а кратнасці

К. У такім разе

Ох)(кауд,кх), 0,а)зёд,

а сярод простых дробаў, на суму якіх раскладаецца дроб

Р.(х)/9(х), будзе дроб
АДх-а). (9.28)

Калі звярнуцца да лемы 9.1, то каэфіцыент А вызна-

“чаецца формулаю (9.11), адкуль мы прыходзім да наступ-

нага правіла: для вылічэння каэфіцыента А пры простым

дробу (9.28), які адпавядае рэчаіснаму кораню а мнага-

складу О(х) кратнасці К, трэба выкрасліць у назоўніку

дробу Р.(х)/0(х) множнік (х--а)' і ў астатнім выразе

ўзяць хза.

Гэты спосаб вылічэння каэфіцыента Д звычайна на-

зываюць метадам выкрэслівання. Адзначым, што гэты

спосаб выкарыстоўваецца выключна для вылічэння каэ-

фіцыентаў пры найвышэйшых ступенях простых дробаў,

якія адпавядаюць рэчаісным караням мнагаскладу Ох).

Метад выкрэслівання асабліва эфектыўныў выпадку,

калі назоўнік Ох) мае толькі аднакратныя рэчаісныя-

карані, г. зн. калі

09)(к-аа.)(--а,);

Тады, як мы ведаем, мае месца расклад

Ра А А А А.
(о А, ДА... ТТута.

0(х) х-а; х--а, х--

 

 

  

усе каэфіцыентыякога можна вылічыць метадам выкрэс-

лівання. Для вылічэння каэфіцыента А, трэба выкрас-
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ліць у назоўніку дробу Р.(х)/Ох) множнік (х- а,)

і ў астатнім выразе ўзяць х--а».

Прыклад 9.4. Знайсці расклад на суму простых дробаў

хі

(гж2)

І» Згодна з тэарэмаю 9.4, запішам:

х-і

(ар?) х--Маа

Для знаходжанняА: выкраслім у дробу (9.29) множнік (х-- 1) і ў ас-

татнім выразе возьмем хз: 1. Атрымаем Аі:-2/3. Аналагічна знаходзім

дА-1/2, Аа-1/6.
Канчаткова маем

х--1 2 1 1

(схр?) За-1) Эх вераў

29, Інтэграванне рацыянальных функцый. У тэарэме
9.4 даказана, што ўсякую рацыянальную функцыю
Р.(х)/О(х), калі яна з'яўляецца правільным рацыяналь-
ным дробам (тг-п), можна падаць як суму простых
дробаў выгляду

(929)

 

ся.
(г-а)”

гам, “(9.30)

Вх--р

(ЗАркаў”

Калі дроб Рн(Х)/Ох) ёсць няправільны (тап), то
пасля дзяленнялічніка на назоўнік, напрыклад спосабам
«дзялення вуглом», гэты дроб можна запісаць у выглядзе
сумы мнагаскладу і правільнага рацыянальнага дробу:

Рах) Е(х)

09)нх99Ох)

дзе 5(х)-- мнагасклад (дзель ад дзялення Р, на О,),

К(х)--астача ад дзялення, К(х)/О(х) -- правільны

дроб.

ве М, р-4д«:0. (9.31)

 

Напрыклад, дроб (х'-р9х--1)/(9--х--1) ёсць няправільны. Вы-
конваючы дзяленне х'--9х--І на 2- х--1, атрымаем:

ХА. ах--1 [гё--х--1

Таледа арх
ХІдх-І

Гдляўх
АА
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Такім чынам,

крэх-1 хі
Ер
Ю--х--і т Тасург (9.32)

Звернемся да інтэгравання рацыянальнай функцыі.

інтэграваць мнагасклад мы ўмеем, бо яго першаіснаю

будзе мнагасклад ступені, на адзінку больш высокай.

Застаецца навучыцца інтэграваць простыя дробы. Раз-

гледзім спачатку дробы выгляду (9.30). Калі г--І, то

Аа
ў ЗА Іпіх--а]і-С,
х-а
 

а калі г» І, то -,

ў Айах 0. А

(хаў (1--гКх-а)”!
 С.

Такім чынам, прыінтэграванні дробу (9.30), атрымлі-

ваецца або лагарыфмічная функцыя(7221), або правіль-

ны рацыянальныдроб (г2» 1).

Далей разгледзім дробы (9.31). Абазначым

я Вх--Р

аўса “

Паколькі

рудацкўр/Эўра-р/ь д-р,

то, беручы Уд--р'/4 зва, х-рр/2-і, атрымліваем

с

С

Ва-р/2)-Рраўаага.

Такім чынам, інтэграл /, ёсць лінейная камбінацыя

інтэгралаў
.

14 ; . а!

МЎсакаў 1 Меараў
Пры Ё--1 гэтыя інтэгралы адпаведна роўныя:

4 ава)1 2 2 с
Му аа Іп (Р4раў-

з іп (д4-рх-Еа)-Е С,

    

1 р/2 я
Мі ге агсіе тх ВЯ агсіе ас Сс

тж агсіе в. 4-.
44-р” 44-Р
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Калі 2 І, то

І ага). 1

Мас ў (а1--ЕКрадаў" те,

а інтэграл М, можна вылічыць пры дапамозе рэку-

рэнтнай формулы(9.7), прычым, згодна з гэтаю форму-

лай, М, ёсць лінейная камбінацыя правільнага рацыя-

нальнага дробу і функцыі арктангене.

Такім чынам, інтэграл ад усякай рацыянальнай функ-

цыі падаецца ў выглядзе лінейнай камбінацыі мнага-

складу (калі разглядаецца няправільны дроб), правіль-

нага рацыянальнага дробу, лагарыфмічнай функцыі

і функцыі арктангенес.

Крах-І
Прыклад 9.5. Знайсці раўаЕах,
Р . В.х-і

І» Запішам роўнасць (9.32) у выглядзе

ХрЭх--1 г 1 дх-і 1 1
А ДАМААн

Фхрі бы тэ --х-1І 2 (х- І/9ўз-3/4

адкуль знаходзім

д д 1 1 ах--1
ГАРАІ(9-ха 1)-- акіЧС. ч

з 2 2 з. УЗ :

9.3. ІНТЭГРАВАННЕ РАЦЫЯНАЛЬНА-ТРЫГАНАМЕТРЫЧНЫХ

І РАЦЫЯНАЛЬНА-ГІПЕРБАЛІЧНЫХ ФУНКЦЫЯ

1”.. Ёінтэграванне рацыянальна-трыганаметрычных

функцый. Часта сустракаюцца інтэгралы ад нерацыя-

нальных функцый, якія з дапамогаю тых або іншых

. падстаноў можна пераўтварыць да інтэгралаў ад ра-

цыянальных функцый. Прыгэтым кажуць, што разгляда-

ны інтэграл рацыяналізуецца зададзенай падстановаю.

Рацыянальнай функцыяй ад дзвюх зменных и і о бу-

дзем называць выраз выгляду

Яе' рц, 9)
О(ш, е)

дзе РіО -- мнагаскладыад дзвюх зменных и і Ф (гл. фор-

мулу (1.63)). :
Зусім няцяжка пераканацца ў праўдзівасці наступна-

га сцверджання: калі К(и, 6) ёсць рацыянальная функцыя

ад дзвюх зменных иі 0, а Юі), Кі), К.(і) - адвольныя
рацыянальныя функцыі адной зменнай і, то выраз
выгляду

Е(и, 0)
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К(Е уі), Каё))Кі) (9.33)

ёсць рацыянальная функцыя ў дачыненні да зменнайІ.

Для доказу гэтага сцверджання дастаткова заўва-

жыць, што пры выкананні з рацыянальнымі функцыямі

адной зменнай і аперацый складання, адымання, мно-

жання і дзялення зноў атрымаецца рацыянальная функ-

цыя адной зменнай І.

Функцыя ўз-К(зіп х, соз х), дзе К -- рацыянальная

функцыя дзвюх зменных, называецца рацыянальна-тры-

ганаметрычнай.
Дакажам, што інтэграл ад рацыянальна-трыганамет-

рычнай функцыі рацыяналізуецца падстановаю

Ііе (х/2), хе(-л, л).

Сапраўды, паколькі

з іва) 1-1 (х/2) 1--Ё

ак) ЁЎ озк1(2) ЕЎ”
241

хзздагсіе і, акту

то”

1-8] 2й
ў азіп Х, создахЎза тае (9.34)

Калі пазначыць

Вб
ае

то правая частка роўнасці (9.34) ёсць інтэгралад выразу

тыпу (9.33), г. зн. інтэграл ад рацыянальнай функцыі.

паўс Вада

. ах

ГЕ

9

сов х"

р Выкарыстаем падстанову Ёзгі8 (х/92), атрымаем:

1--Ё
14”

Прыклад 9.6. Вылічыць інтэграл ў

  

2аі
2 агсіві, ау со5 Хзз
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Хаця падстанова і-- іе (х/2) і з'яўляецца універсаль-

най, але яна часта прыводзіць да такіх рацыянальных

функцый, інтэгралы ад якіх вымагаюць працаёмістых
вылічэнняў пры іх знаходжанні. Таму яе выкарыстоў-

ваюць толькі ў тым выпадку, калі не відаць іншых

падыходаў да вылічэння інтэграла ад рацыянальна-
трыганаметрычнай функцыі.

З такой прычыны мы пакажам некалькі прыватных
выпадкаў, калі інтэграл ад рацыянальна-трыганамет-

рычнай функцыі можна рацыяналізаваць пры дапамозе
больш простых падстановаў.

1. Калі К(зіп х, со5 х)з-со5 хКузіп Х, соз? х), што адпа-

вядае ўмове К(зіпх, --соз х)зе -- К(зіп х, соз Х), то

ў Я(зіп х, сов х)іх--ўЯцзіп х, соз” х) сов хах-»

АўВ(зіп х, 1--зіп” х)а віпх,

і таму падстанова 1--5іп х, хва(--л/2, л/2) прыводзіць
да інтэграла ад рацыянальнай функцыі тыпу (9.33).

 
 

Напрыклад,

ў ах - со5 Х ах) а зіпх а зіпкі [зе

со5 Хх соз? х 1--зіпх 92 зіпх-І 

9. Калі .К(зіпх, соз х)зезіпхЮдзіп”х, созх) (гэта

адпавядае ўмове Х(--зіп х, соз х)з- -- К(зіп х, соз х)), то

ў К(зіп х, сов х)ёхеў Язіп” х, соз х) зіп хах»

г Ў ВЕІ -- соз? х, соз х)а созх.

Гэта азначае, што падстанова і--соз х, хв(О, л), прыво-

дзіць інтэграл ад рацыянальна-трыганаметрычнай функ-

цыі да інтэграла ад рацыянальнай функцыі тыпу (9.33).

 

Напрыклад,

ах зіп хах а созх 1 соз х--1І
аш Фаі аа с.

у ў зіп?х ры 2" соз х-Е 1 І. 

З. Няхай, нарэшце, К(зіпх, соз х)зг Ю.(со5” х, ех),

што адпавядае ўмове К(-- зіп х, -- соз х) зе К(зіп х, соз Х).
У такім разе

ў Ю(зіп х, сов х)ёхў Ка(со5”х, ів хах»

я 1
ўражах е х]ах.
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аі
Калі ўзяць падстанову г-- 148 х, то ах-- і

тар
1

ў Ё(зіп х, со акв
а» Ў НЯ

Паколькі падынтэгральная функцыя ёсць функцыя тыпу

(9.33), то рацыянальна-трыганаметрычная функцыя ў

разгляданым выпадку рацыяналізуецца падстановаю

і- нх, ха(--я/2, л/2).

Напрыклад,

бат
ў зіп х со5 Х акоў па а ада

зіп' х-рсоз' Хх іг х-І івх1

1 аі х 1
-агі аз агсів (12” х)--С.

99. Інтэграванне рацыянальна-гіпербалічных функ-

цый. Функцыю уза К(зп х, сі х) будзем называць ра-

цыянальна-гіпербалічнай, калі Ю ёсць рацыянальная

функцыя дзвюх зменных.

З азначэння гіпербалічных функцый лёгка выводзяц-

ца формулы:

С. 9(к/9) 142(9) 20. 1

ЗВ аааа В Хана (а/аУ ХСУ

Інтэграл ў 8(58 х, сп хуёх заўсёды можна рацыяналі-

заваць падстановаю 2-й (х/2). Сапраўды, пры гэтым

1--Ё

.

адкуль ах 2
9 сн? (х/2) У 1--Ё”

21 146

1--8” спахатса

з 13-Ё] 2а!

ўяй Хх, сВ хукаўВ
аа

прычым падынтэгральная функцыя мае выгляд (9.33).

Гэта азначае, што падстанова із» ій (х/2) рацыяналізуе
інтэгралы ад рацыянальна-гіпербалічных функцый:

У некаторых выпадках пры вылічэнні разгляданых

інтэгралаў больш эфектыўнымі могуць быць падстановы

ір х, Ёг-спх, іс х або метад інтэгравання част
камі.

 

 

Улічваючы, што 5й х-- атрымаем

 

Прыклад 9.7. Знайсці 1ўсх зу хах.

Б. Паколькі сі? х--1-рзі?х, сп хах-кЦзй х)/то, беручы і-ез8 Хх,

атрымаем:
,
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Ё Й 1.1,
ы зу аш - зы - ыгаўа-вуа е., паа ўс 4

9.4. ІНТЭГРАВАННЕ ІРАЦЫЯНАЛЬНЫХ ФУНКЦЫЙ

19. Інтэграванне дробава-лінейных ірацыянальнасцяў.

Функцыю выгляду

“ бК [е 2), (9.35)

дзе Ю -- рацыянальная функцыя ад дзвюх зменных,а, б,
с, дае ЁЕ, пе М, будзем называць дробава-лінейнай іра-
цыянальнасцю.

Дакажам, што інтэграл ад функцыі (9.35) пры
аа--бсэ0д рацыяналізуецца падстановаю

 

  

ах--ь

. сха”
Сапраўды,

а ах аб-ь (аа- Воп”!
а Ва , аха,
сха” х а--сі” (а-- се

так што

 
 А» Ца асаўя[аааа, (9.36)

Калі ўзяць

падае-ь

гай"

то ў правай частцы(9.36) атрымаем інтэграл ад выразу
тыпу (9.33), які ёсць інтэграл ад рацыянальнай функцыі.
Такім чынам, даказана, што інтэграл ад дробава-ліней-

най ірацыянальнасці (9.5) рацыяналізуецца падста-

(аа--да!

(а-- спу
 Кі, КЎ ;

 

 

я ах--ь
новаю і са

Калі падынтэгральная Функцыя мае выгляд

акр “, ахк--б ахк--Ву'а”

х, ска ска) " “У? ска ,

дзе г), Г», ..., г, рацыянальныя лікі; а, б, с, ав К;
ад--бсэ20; К -- рацыянальная функцыя (т-р 1)-га ар-
гумента, то інтэграл ад такой функцыі рацыяналізуецца

ах

сх-а”
назоўнік дробаўгі, г», ..., г».
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ах

Ме
Прыклад 9.8. Знайсці ў

» Маем:

6

ах ў ах е,с баі
т 6 З б 25 : аз га

аа (у (Це) [акна га
с ав[в- СЕ) ё-в) 2 аб у[а-1 даве 3-5

з 6

-аічн) е] ггва(адне, а
МЕ :

2». Інтэграванне квадратовых ірацыянальнасцяў.
Функцыю выгляду

Е(х, Чад --Бх- е), (9.37)

дзе а, б, се К; 4550; К--рацыянальная функцыя ал
дзвюх зменных, будзем называць квадратовай ірацыя-
нальнасцю. '

Калі трохсклад а?-бх- с мае два рэчаісныя карані
хі Хо (Хі9ё Ха), то

МарбхЕ с Ма(х-Ха-ха) за Іа! у».

Такім чынам, . .

К(х, Чарыре) Іх-- хі] уа]

а(х- х,)

а уа).
У такім разе інтэграл ад функцыі(9.37) ёсць інтэграл ад
дробава-лінейнай ірацыянальнасці і таму падстанова

- а(х- х,)

х--х.

Калі хіз-х», то

Чадхе (кс хіЎзг Іх--ха, ао,

гэта азначае, што ў такім выпадку функцыя(9.37) ёсць

рацыянальная.

Таму для разглядання застаецца толькі выпадак,

калі трохсклад ах --бх--с не мае рэчаісных каранёў

і а2»0. Дакажам, што ў такім разе інтэграл ад функцы!

(9.37) рацыяналізуецца першаю падстановаю Эйлера:
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ралаасвха-е ха, ао. (9238)

Калі апошнюю роўнасць перапісаць у выглядзе

Чад бх-- е зт--ха і падвысіць абедзве яе часткі да

квадрату, то атрымаем бх сее Р--Ма іх, так што

8--с арысана,

Хааь
Ча і-Ь

Ча 234сЧа І

х (Ма гр)

Такім чынам,

ўа(х, адкс )ах

«ў В.-е Манна)аа”4ь--

“"УЧэаічь Маі» (Маізнеў

ўва,

дзе К.) -- рацыянальная функцыя ад .

Мыпаказалі, што, які б ні быў квадратовытрохсклад

ах --Бх4- с (у выпадку існавання выразу Уах” -- бх -е),

інтэграл ад функцыі (9.37) заўсёды рацыяналізуецца.

Калі ў трохскладзе а З4-бх4-с каэфіцыент а«О,

а сс»0, для рацыяналізацыі інтэграла ад функцыі

(9.37) можна скарыстаць другую падстанову Эйлера:

Ма--бх- с ікаМе.

ах

к Ух

» Паколькі трохсклад д.х--І мае камплексныя карані, зробім

. падстанову Эйлера (9.38) ах 1 51-х. Пасля падвышэння да

квадрату абедзвюх частак гэтай роўнасці атрымаем: бхІА Ё-

Дбіх4-, хД1::Ё--8іх, адкуль
ня 2

Ё-1 рына

Прыклад 9.9. Вылічыць ў

“157 (1-2
Тады

2

рар
ха-ха кі-:28

Раскладаючы падынтэгральную функцыю на суму простых дробаў,

атрымаем:

ах 2 З З

а

ЕА ДААА аі9 11 І

у ары У гарэ аза) ЯЫ
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3 3СПра р Ў. с] С2 РТ

ЗзаМехі [-Зааараі І--

4 З С. «
Х14-:9х-ра-рх1)

Трэба сказаць, што знаходжанне інтэгралаў пры
дапамозе падстановаў Эйлера прыводзіць да груваздкіх
вылічэнняў, таму іх выкарыстоўваюць толькі тады, калі
не відаць больш простага спосабу вылічэння дадзенага
інтэграла.

Пакажам спосабыінтэгравання квадратовых ірацыя-
нальнасцяў у двух прыватных выпадках.

Пры вылічэнні інтэграла

Ра)

МаеБх- с

дзе Р.(х) -- мнагасклад п-й ступені, будзем карыстацца
выяўленнем

Райх)Ра).
.

ах-БЬх-е аха 9,(хахЬх-
е ЗЬ

маў.
Маё4-Бх--с

У гэтай роўнасці 0,(2) -- мнагасклад з нявызначанымі
каэфіцыентамі ступені л--І і 4,-- некаторы лік. Калі
прадыферэнцаваць тоеснасць (9.40), а затым памно-
жыць абедзве часткі атрыманага судачынення на

2УаёЗ-Ьх-- с, знойдзем

Р, н ді Хх б ан у

ачба:Я.рў, ” (941)

ах, (9.39)

(9.40)

Прыраўноўваючы каэфіцыенты пры аднолькавых сту-

пенях х у апошняй тоеснасці, вылічым з атрыманай

сістэмы раўнанняў каэфіцыенты мнагаскладу Ох)
І лік 4. Заўважым, што інтэграл у правай частцы форму-

лы (9.40) зводзіцца да табліцавага інтэграла лінейнай

падстановаю.

хах

Макі”
Прыклад 9.10. Знайсці ў
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Ы» Скарыстаем формулу (9.41), дзе Р.(х)-2х; 0,(а)Ах-В.

Атрымаем тоеснасць

0--9А(- ха: 1) (Ах: ВХЭх

З

1)-:24;

адкуль вынікае:

9.--9А- 24, 0--2А--А--2В, 0: 2АЧ- В--28.

З гэтай сістэмы вылічаем: А-2 1/2, ВА

-

844, 1

-

1/8. Паколькі

у ах -) х4р 172) с

УМерх-і Маз 1/274:3/4

сіх124Ух-1 ТС,

х Уарыана
ручех--1 [зе я

Для вылічэння інтэграла

то

-ф"
 

ах
ААА 9.42

(храЬхс

скарыстаем падстанову 07,

а1Дх- р). (9.43)

Атрымаем:

С Оды Р . (арР-рррэ-с)Ё- (Вар--6)-ка
ах аце, аўфеа,

адкуль .
ах

(2-- руеМаёрьх4-с З“

ў А

рання

нах

нання

“ар?--ёр-реўе-НВар-нёу-на
Гэта азначае, што вылічэнне інтэграла (9.42) пры дапа-

мозе падстановы(9.43) зводзіцца да вылічэння інтэграла

тыпу (9.39). ,

Заўважым, што пры вылічэнні інтэгралаў ад квадра-

товых ірацыянальнасцяў (9.37) можна таксама выка-

рыстоўваць трыганаметрычныя падстановы.

Звернемся да інтэграла ад функцыі (9.37), дзе

азЕ0 і с- Б?/(4а)550 (пры а--0 маем дробава-лінейную

ірацыянальнасць; пры с- Р(4а)--0, калі аж д, будзем
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мець справу з рацыянальнай функцыяй, а калі 420,

функцыя Чад--бх--с нявызначаная ні пры адным
значэнні х).

Вылучаючы поўны квадрат у трохскладзе

абысрснаўк- г-5]

і беручы

ара, 2. (944)

аереайч [28].
Разгледзім чатыры магчымыя выпадкі.
І. Няхай аО, с-Ь“/(4а)0. Абазначым ат”,

сБ(4аў-т. У такім разе будзем мець

Чабхс ь Упр -й?.

9. Няхай а»0, с-Ь/(4а)--0. Тады ап,
сы(4аў-: --п?. Такім чынам, :

Чабхес з Ут?Р--я?.

3. Няхай а«с0, с--БД4а)»0. Тады аы-пт,
сааўт і таму

Маехрс Ь УМт- пёЁ.

4. Каліа-О0, е(4а)г, то Ча9- бх--с не мае
рэчаісных значэнняў.

Такім чынам, інтэграл ад функцыі (9.37) заменаю
(9.44) прыводзіцца да аднаго з наступных інтэгралаў:

1) ў Еі, та-? а (9.45)

2) ЎЕ(і, Уа?Р--т? ан (9.46)

3) ў Е(і, Мп?--тР аі. (9.47)
Відавочна, што інтэграл (9.45) пры дапамозе ладста-

атрымаем

т е .
новы рэс іе и прыводзіцца да інтэграла ад рацыяналь-

на-трыганаметрычнай функцыі. Аналагічна для вылі-

чэння інтэграла (9.46) выкарыстоўваецца ладстанова
п 4 п .

ізьвес и, для інтэграла (9.47) -- падстанова 1-5--51П
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ах

Ма-аў”
і» Гэта інтэграл тыпу (9.47). Зробім замену хзх2зіпи, ах

9 соз цц, тады:

ў ах ў 9 со5 пай -а) ац ШМаедса

асаў ЗМа-азітаў “са 4

01 зіпи феа зіпи

4 созш А Д.зіпи

32. Інтэграванне біномнага дыферэнцыяла. Будзем

называць біномным дыферэнцыялам выраз выгляду

ха--рх'уах,

дзе а і б- - рэчаісныя канстанты; т, п і р -- некаторыя

рацыянальныя лікі. . ,

Пакажам тры выпадкі, калі існуюць падстановы, якія

рацыяналізуюць інтэграл ад біномнага дыферэнцыяла.

1. Няхай р- цэлылік. У такім выпадку біномны

дыферэнцыял ёсць дробава-лінейная ірацыянальнасць

Прыклад 9.11. Вылічыць інтэграл ў

 

Хх
ЦЁС.

зіпцаех/? 4 4-9
4:

 

 

Г

тыпу В(х, Чх ах, дзе г- найменшае супольнае кратнае

назоўнікаў рацыянальных лікаў т і п. Такім чынам,

у гэтым выпадку інтэграл ад біномнага дыферэнцыяла
Г

рацыяналізуецца падстановаю Ё-5 Ух.

9. Няхай (т. 1)/п

-

цэлылік. У такім. разе падстано-

ва ц--х”" прыводзіць інтэграл да выгляду

ўам(арунак(а-авам. (948)

Падынтэгральная функцыя ў правай частцы роўнасці

(9.48) ёсць дробава-лінейная ірацыянальнасць выгляду

5

Е(и, Маз: и ), дзе 5 -- назоўнік рацыянальнага ліку р.

Такім чынам, у разгляданым выпадку біномны дыфе-

рэнцыял рацыяналізуецца падстановаю

ааМары.

3. Няхай (т--1)/п--р--цэлы лік. У такім разе

падынтэгральная функцыя ў правай частцы (9.48)

ёсць дробава-лінейная ірацыянальнасць выгляду

8 .
а--ш : ;

к(а уе), так што інтэграл ад біномнага дыфе-

рэнцыяла рацыяналізуецца ладстановаю выгляду
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. . афіш “Га
і (Ў ша 2.

Рускі матэматык П. Л. Чабышоў" даказаў, што ні
ў якім іншым выпадку інтэграл ад біномнага дыфе-
рэнцыяла не выражаецца праз элементарныя функцыі.

Заўвага. Вылічэнне інтэграла ўзіп” хсо5'хах падстановаю
йа іп х зводзіцца да інтэгравання біномных дыферэнцыялаў

ў від” х сов" хах --ўш"(1-- цеў"а,

Напрыканцы адзначым, што інтэгралы ад многіх
элементарных функцый не выражаюцца праз элементар-
ныя функцыі. Такімі інтэграламі з'яўляюцца, напры-
клад:

1) ўеах -- інтэграл Пуасона"";

2) ўзіп гах і ўсоз Мах -- інтэгралы Фрэнэля"“"“;

ах :
3) т” інтэгральны лагарыфм;

пх '

 

зіп Х ; ;
4) ўсх ах -- інтэгральны сінус;

со5 Х : ;
5) ў ж ах інтэгральны косінус.

Яны сустракаюцца ў дастасаваннях:

“ Чабышоў Пафнуці Львовіч (Чебышев Пафнутий Львович,

1821--1894) -- рускі матэматык і механік. ,
““ Пцасон Сімяон Дэні (Роіззоп бітёоп Репіз, 1781-1840) -

французскі механік, фізік і матэматык.

“её Ффрэнзль Огюстэн Жан (Егезпе! Ацецзііп еап, 1788-1827) -

французскі фізік і матэматык.
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Значэнні ўласныя 260

-. характарыстычныя 273

І

Ізамарфізм лінейных

раў 257
Імавернасць падзеі 42

Імплікацыя выказванняў 15
[иварыянтавасць формы дыфе-

рэнцыяла 339

прасто-

426

інварыянтыліній другога парад-

ку 200
Індуктыўнае пагадненне 20

Індуктыўная згода 20

Індэкс квадратычных формаў279,

274
-- сумавання 43
Інтэграванне біномнага дыферэн-

цыяла 423
-- ірацыянальнасцяў дробава-лі-

нейных 416
С. 2 квадратовых 418

-- функцый рацыянальна-гіпер-

балічных 415
.. 7 рацыянальна-трыганамет-

рычных 412
рацыянальных функцый 404

Інтэграл нявызначаны 399

-- Пуасона 424
-- Фрэнэля 424
Інтэрвал 24
[рацыянальнасць дробава-ліней-

ная 416
г. квадратовая 419

Каардынаты вектара 132, '228

-2 7 афінныя І34, 136

-. палярныя 147
Камбінаторыка 38
Кан'юнкцыя выказванняў 14

Караняванне камплексных лікаў

37
Катангенс гіпербалічны 345

Каэфіцыенты лінейнай камбіна-

цыі 126
-- сістэмы 100

Кіроўная 216, 219

Конус авароту 220

-. другога парадку 220

Корань мнагаскладу 47

-. -- кратнасці й 48

2 п-й ступені з камплекснага лі-

ку 37
Косінус гіпербалічны 344

С. інтэгральны 424

Косінусы кіроўныя 141

Крывыя артаганальныя 330

Крытэр 18
-- Гайнэ 302
2. Сільвестра 276

Лагарыфм інтэгральны 424

Лема пра захаванне знаку 323

--.- сціснутую паслядоўнасць

292
Лік адваротны 28
-. процілеглы 28



-- уяўны31
Лікі ірацыянальныя 22

2: камплексна-спалучаныя 32
- камплексныя 30
2-2 роўныя 30
г. рацыянальныя 20
-- роўныя 23
-- рэчаісныя 22
СЛіміт лікавай паслядоўнасці 288

-- функцыі 301
Ліміты грунтоўныя 304
Лінейная камбінацыя

126
Лінія алгебраічная 164
2-2 другога парадку 186
-. цэнтральная 198

вектараў

Максімум глабальны 383
-- лакальны 355
Матрыца 53
-. адваротная 84
-.2 адзінкавая 55
-. артаганальная 239
-. білінейнай формы 267
-2 Грама 233
-- далучаная 83
-.-- дыяганальная 55
-- звыродная 83
-- квадратная 53
-. квадратычнай формы 269
-- лінейнага аператара 255
З. -. пераўтварэння 258
-. незвыродная 83
-- нулявая 54
-- пераходу ад базіса да базі-

са 231
-. прамавугольная 53
-- сіметрычная 55
-2 сістэмы 101
-. -/ пашыраная 103
-. транспанаваная 60
з. трапецыйная 54
--- трохвугольная 55
Матрыца-радок 54
Матрыца-слупок 54, 101
Матрыцы роўныя 54
-- узгодненыя 57
Метад абымальных мінораў 99

ад процілеглага 19
адваротная матрыцы 106
артаганалізацыі 236
выкрэслівання 409
Гаўса 109
датычных 394
інтэгравання часткамі 401
Крамэра 106А
Е
Ы
Е
Е
Е
Г
І

-- матэматычнай індукцыі 20
-- накіраванага перабору 393
-- нявызначаных каэфіцыентаў
409

-- паднясення пад дыферэнцыял
401

-. падстановы 401
-- паслядоўных набліжанняў 396
Мінімум глабальны 383
-.- лакальны 355
Мінор абымальны 98
--. базісны 98
-- элемента 67
Мнагасклад ад дзвюх зменных 52
-. п-й ступені 47
-- Тэйлара 367
-2 характарыстычны261
Мноства 7
-., абмежаванае зверху 24
З. -2 знізу 24
-- значэнняў адлюстравання 252
-. праўдзівасці сцверджання 17.
2 пустое 8
-2 універсальнае 12

“.-- упарадкаванае 38
Мноствы роўныя 8
Модуль вектара гл.

вектара
-- ліку камплекснага 33.
-- -; рэчаіснага 23
Мяжа верхняя 24
2 -. дакладная 24
-. ніжняя 24
А. 7 дакладная 24

Даўжыня

Наваколле пункта 24
Нармаль крывой 330
Нявызначанасць 360, 363

Няроўнасць Кашы-- Бунякоўска-

га 233
г. нястрогая 234
З. строгая 234
2 трохвугольніка 237

Орты 137

Паверхні другога парадку 208

Паверхня канічная 219

22 цыліндрычная 216

Падмноства 8
Падпаслядоўнасць 296

Падпрастора лінейная 224

Паліном п-й ступені 47

Памернасць прасторы 228

427



Паняцце азначальнае 7

2 неазначальнае 7

Пара плоскасцяў
219
2 перасякальных 219

22 прамых. паралельных 197

-- 7 перасякальных 196

Парабала 194
Парабалоід гіпербалічны 214

-27 эліптычны 213
Парадак алгебраічнай лініі 164

2 паверхні 164
Паралелепіпед п-мерны 249

Параметр 340
Параўнанне функцый 819

Паслядоўнасць абмежаваная 286

22 бясконца вялікая 292

-- -- малая 287
-- збежная 288
-2 лікавая 285
-.- манатонная 294
-- “укладзеных адрэзкаў 392

-. фундаментальная 297

Паўвосі 135, 187, 192

паралельных

Пачатак каардынат 134, 135, 137"

Перастаўленні 40

Перасячэнне мностваў 9

2 падпрастораў 224
Пераўтварэнне лінейнае 258

2 самаспалучанае 264

22 2 спалучанае 263

“Пераўтварэнні элементарныя

матрыцы 86
“2 сістэмы 102
Першаісная 398
Плоскасці каардынатныя 138, 176

Плоскасць камплексная 39

22, нацягнутая на пункты 245

Полюс 147 ,

Правілы дыферэнцавання склада-

най функцыі 337, 339

2 Крамэра 107
-- Лёпіталя 864
-. паралелаграма 120
2. паралелепіпеда 121

22. трохвугольніка 120
Правобраз 252
Праекцыя 124
“2 алгебраічная 124
2 геаметрычная 124
Прамая лікавая 21
Прастора арыфметычная ўнітар-
ная 241

-- афінная 241
--- лінейная 222
з» унітарная 240
-- эрмітава 240
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2. эўклідава 232
Прыкмета 18
Прэдыкат 17

Прэдыкаты раўназначныя 17

Пункт крытычны 980
22 перагіну 386
-- стацыянарны 380

Пучок плоскасцяў 181

--- прамых 170

Радкі матрыцы базісныя 98

2. 2. лінейна залежныя 97

-ш .. -- незалежныя 97

Радок вызначніка 62

-- матрыцы 54
Радыус палярны 147

Радыус-вектар 138
Развязак сістэмы 100

“2 аднароднай агульны 115

2 7 частковы 115

Развязкі лінейна залежныя 112

2. незалежныя І13

Размяшчэнні 39

Разрыў другога роду 314

22 невызначальны 314

2; першага роду ЗІ3

-- скасавальны 813
Ранг квадратычнай формы 973

-- лінейнага аператара 253

-- матрыцы 93
Расклад вектара па базісе 132

22 вызначніка па элементах (пер-

шага) радка 67 .

Раскладанне вызначніка па эле-

ментах (першага) радка 67

Раўнанне агульнае лініі другога

парадку 197
22 -- паверхні другога парадку

279
2... плоскасці 175
-. З прамой 166
-- вектарнае плоскасці 176

2. прамой 166 “

г кананічнае гіпербалоіда дзвюх

поласцевага 212

2 2. аднаполасцевага 209

2; -- гіпербалічнага парабалоі-

да 214
-- -- гіпербалы 190

2. конуса другога парадку 220

-- “- парабалы 194

--.-- пары паралельных плос-

касцяў 219
2. 2. -- прамых 197

2. 22 перасякальныхплоскас-

сцяў 219



0... 2 прамых 196
22 7 прамой 166, 179

2. цыліндра другога парадку

9217--219
7 эліпса 186
С. 2 зліпсоіда 208
2. -- эліптычнага
213

-- нармальнае плоскасці 178

2 -- прамой 167
27 плоскасці па трох пунктах 177

2 7 у адрэзках 177

-- прамой па двух пунктах 167

2. у адрэзках 167
2. яўнае 166
-- характарыстычнае 260, 261

Раўнанні кананічныя прамой 179

-- “параметрычныягіпербалы 194

2. “- парабалы 195
2... плоскасці 176
2... прамой 166
2-2 эліпса 190
Розніца вектараў 121
-- камплексных лікаў 8І
-. матрыц 56
-- мностваў 11
Рэшткавы складнік 368
/.- у форме Лягранжа 971
02. 2 Пэана 368 '

парабалоіда

Сечная графіка функцыі 930
Сігнатура 274 '
Сінус гіпербалічны 944
-. інтэгральны 424
Сістэма вектараў лінейна залеж-
ная 126, 225

2... - незалежная
-- каардынат афінная 134--136,

242
-. -- дэкартава агульная 194,

136
-. -- 2 прамавугольная 136,

139
-. левая [134
-. палярная 147
-2 правая 134
-- сферычная 149
-- цыліндрычная 148
лінейных алгебраічных раў-

нанняў 100
З. аднародная 100
-- вызначаная 100
З. звыродная 105

неаднародная 100

З незвыродная 105
22 несупольная 100

М
Е
Р

КІ
А
Е

ГІ

М
І
Р

А
І

ЕІ

І

126, 226.

НН.“ нявызначаная ІдІ
Ф... супольная 100
7” раззязкаў фундаментальная

З... - унармаваная 115, 235
Сістэмы раўназначныя 102
-- эквівалентныя 102
Слупкі матрыцы базісныя 98
- -- лінейна залежныя 97
-- -/ 2 незалежныя 97
Слупок вызначніка б2
-- матрыцы 54
Спалучэнні 40
Сума вектараў 120
-. лікаў камплексных 30
-- 2 рэчаісных 28
-. лінейных аператараў 255
-- .-- падпрастораў 224
-. матрыц 55
-- прамая 225
Суперпазіцыя дзвюх функцый 317
Схема Горнэра 48

Табліца вытворных 347
22 нявызначаных інтэгралаў 403

--. праўдзівасці 14
Тангенс гіпербалічны 345
Тройка вектараў левая 158

2-2 правая 135
Трохвугольнік Паскаля 46

Тэарэма адваротная 18

-2 алгебры асноўная 48

-- Бальцана-Ваерштраса 297

З. Бэзу 48
-- Ваерштраса 324
-- Кашы 997, 357

22. Кронэкера -- Капэлі 104

-- Лягранжа 358
2. Ляпляса 79, 80

-- пра існаванне дакладнай мя-

жы 25
2.7 ліміт манатоннай

доўнасці 294
-- процілеглая 18
7 да адваротнай 18

2 Роля 356
-. Тэйлара 370
-. Фэрма 355

пасля-

Умова: імплікацыі 15

Утваральная 216, 219

--- прамалінейная 919, 215

Фокус гіпербалы 192

-- парабалы 194
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Фокус эліпса 187

Форма білінейная 267

7 сіметрычная 268

С. камплекснага ліку алгебраіч-

ная 30
2. ./ 2; трыганаметрычная 34

С. квадратычная 268

7 адмоўна вызначаная 2тА,

275
2 дадатна вызначаная 274,

275
2. -2 кананічная 269

Формула бінома Ньютана 45

22 даўжыні вектара 139, 237

2. замены зменнай у нявызнача-

ным інтэграле 401

2 інтэгравання часткамі 402

2. канечных прыростаў 359

-- Лягранжа 359
-- Ляйбніца 349

.- Маклёрэна 371
-. Муаўра 36
-- Тэйлара 368

Формулы кіроўных косінусаў МІ

-- скарочанага множання 45

-- Крамэра 106
-- Ляпляса 73
--- пераўтварэннякаардынат пры

пераходзе ад базіса да базіса

142, 144, 146, 231
Функцыі гіпербалічныя 344

Функцыя 298
-- бясконца вялікая 306

2 -/ дыферэнцавальная 348

-- дыферэнцавальная 328 ,

22 кавалкава-непарыўная 814

-З лагарыфмічная 318

2 манатонная 315
2 нарастальная 315
-- непарыўная 308
-- паказнікавая 318

-- рацыянальна-гіпербалічная
415

г. рацыянальна-трыганаметрыч-
ная 415

-- рацыянальная 404
-- 2. ад дзвюх зменных 413

г. складаная 317

.-7 спадальная 315

2 ступенева-паказнікавая 347

-- ступеневая 309
-- тоесная 309
2 экспанентавая 311

Характарыстычная

мноства 8

Хібнасць 396

ўласцівасць

Цыліндр другога парадку 217, 218

Цэнтр лініі другога парадку 198

Частка камплекснага ліку рэчаіс-

ная 30
“2 уяўная ЗІ

Эквіваленцыя выказванняў 16

Экстрэмум глабальны 983

-. лакальны 355
Эксцэнтрысітэт 202
Элемент вызначніка 62

-.- матрыцы54
Эліпс 186
-- гарлавы 210
Эліпсоід 208

Ядро лінейнага аператара 253
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Выдавецтва «Вышэйшая школа» Міністэрства культуры і друку,
Рэспублікі Беларусь. Ліцэнзія ЛВ Хе 5. 220048, Мінск, праспект
Машэрава,11.

Мінскі ордэна Працоўнага Чырвонага Сцяга паліграфкамбінат
МВПА імя Я. Коласа. 220005, Мінск, вул. Чырвоная, 23.


